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Un théorème simple et profond des mathématiques standard a�rme l'exis-

ten
e, pour n'importe quel groupe di�érentiable à un paramètre, d'un pa-

ramètre additif, tel que l'angle de rotation et le paramètre de rapidité pour

les transformations de Lorentz. L'importan
e de 
e théorème pour les ap-

pli
ations de la théorie des groupes en physique est mise en éviden
e, et

une preuve élémentaire est donnée. Le théorème est alors appliqué à la


onstru
tion des groupes relativistes possibles à partir de prin
ipes pre-

miers.

INTRODUCTION

La relativité restreinte est habituellement in-

troduite par les formules de transformation de

Lorentz

x′ =
x− vt√
1− v2

t′ =
t− vx√
1− v2

,

exprimées en terme de vitesse relative v de deux

référentiels (nos unités sont telles que c = 1). Ces
formules, nous devons l'admettre, ne sont pas

très élégantes et semblent souvent 
ompliquées

pour un étudiant. Elles impliquent de nouvelles

et étranges propriétés de la vitesse : existen
e

d'une vitesse limite c, et la loi de 
omposition


urieuse :

v12 = (v1 + v2)/(1 + v1v2). (.1)

Au niveau d'étude suivant, dans les 
ours mo-

dernes du moins, on présente à l'étudiant le pa-

ramètre de rapidité ϕ dé�ni par

v = tanhϕ (.2)

dans les termes duquel les formules de Lorentz

prennent la forme simple

{

x′ = coshϕx− sinhϕt

t′ = coshϕt− sinhϕx,

et la loi de 
omposition devient

ϕ12 = ϕ1 + ϕ2.

L'additivité de la rapidité exhibe immédiate-

ment la propriété fondamentale du groupe des

transformations de Lorentz.

La rapidité n'est pas seulement un paramètre

pratique. Son introdu
tion dans l'enseignement

de la relativité d'Einstein met en éviden
e la né-


essité de rempla
er la vitesse Galiléenne par

deux 
on
epts séparés : la � vélo
ité �, v, qui
exprime le taux de variation de la position ave


le temps, et la � rapidité �, ϕ, en tant que para-

mètre (additif)

1

naturel du groupe. Insister sur


ette distin
tion aide à éliminer les di�
ultés.

Par exemple, les étudiants demandent souvent si

l'existen
e d'une vitesse limite c (pour les parti-

ules matérielles) n'implique pas l'existen
e d'un

� référentiel limite �, qui 
ontredirait le prin
ipe

de relativité. Ils se demandent aussi 
omment

le fait de 
onsidérer des vitesses plus grandes

que c (pour des objets � immatériels �, 
omme

les ombres ou les ta
hyons) peut être 
onsis-

tant ave
 la relativité d'Einstein. Ces pseudo-

paradoxes disparaissent lorsque l'on réalise que

le paramètre intrinsèque de la loi de groupe ex-

primant la transformation d'un référentiel à un

autre est la rapidité, qui n'a pas de limite et peut

augmenter indé�niment, tandis qu'au 
ontraire

il n'y a pas de rapidité, 
'est-à-dire pas de 
han-

gement de référentiel, asso
iée aux vitesses su-

perluminiques

2

. Au delà de son utilité pédago-

gique, la rapidité est devenue 
es dernières an-

nées, un outil 
ommun et e�
a
e en physique

des parti
ules.

Il semble utile, pour 
es raisons, d'introduire

la rapidité le plus t�t possible dans l'enseigne-

ment de la relativité, plus pré
isément dès le dé-

but. Il n'y a au
une raison d'établir les expres-

sions des transformations de Lorentz en utilisant

la vitesse, et ensuite de � dé
ouvrir �, les élé-

gantes propriétés de la rapidité 
omme si elles

résultaient d'une 
ir
onstan
e heureuse et im-

prévisible. En e�et, il existe un profond, sinon

1



simple, théorème mathématique qui établit par

avan
e la né
essité d'un tel paramètre. Le thé-

orème a�rme l'existen
e d'un paramètre addi-

tif pour tout groupe à un paramètre (di�éren-

tiable et 
onnexe). Malheureusement, 
e théo-

rème, malgré son importan
e et sa simpli
ité,

est habituellement introduit en 
onnexion ave


l'étude générale des groupes de Lie et leurs al-

gèbres, demandant des mathématiques assez éla-

borées, inadaptées aux besoins de la physique

élémentaire. Le sujet de 
et arti
le est de donner

une preuve simple de 
e théorème, de l'illustrer

par des exemples élémentaires, et de l'utiliser


omme base pour dériver la théorie de la rela-

tivité. Au delà de 
ette utilisation spé
i�que, les


onsidérations présentes peuvent aussi être vues


omme une introdu
tion à d'importantes idées

de la théorie des groupes qui joue un r�le essen-

tiel dans la physique théorique 
ontemporaine.

L'arti
le est organisé 
omme suit. Dans la Se
.

I, le théorème est énon
é et prouvé. La Se
tion II

est dévolue à quelques exemples. La Se
tion III

utilise le théorème pour présenter une dérivation

de la théorie relativiste pour une dimension d'es-

pa
e, à partir de prin
ipes premiers, alternative

à une ré
ente proposition. La nouvelle dérivation

permet une généralisation dire
te à trois dimen-

sions d'espa
e, qui est présentée en Se
. IV.

I THEOREME DU PARAMETRE AD-

DITIF

Considérons un � groupe à un paramètre �,


'est-à-dire un groupe G dont les éléments sont

étiquetés par des nombres réels. En termes plus

rigoureux, le groupe G est supposé être en bi-

je
tion ave
 un sous-ensemble 
onnexe S de R,


e qui signi�e que l'ensemble des paramètres S
est simplement un mor
eau de la droite réelle,

�ni ou non. Par exemple, S =] − ∞,+∞[ si G
est le groupe des translations ave
 la longueur de

translation 
omme paramètre, et S =] − c,+c[
si G est le groupe de Lorentz ave
 la vélo
ité


omme paramètre. On note g(x), x ∈ S, l'élé-
ment générique de G. La stru
ture de groupe

requiert l'existen
e d'une loi de 
omposition : le

produit g(x)g(y) de deux éléments de G est un

élément de G étiqueté par un paramètre qui est

une fon
tion de x et y, et qui sera noté x ∗ y
g(x)g(y) = g(x ∗ y).

On doit aussi identi�er 
haque élément de G
ave
 son paramètre x, en 
onsidérant le groupe


omme étant l'ensemble S doté de la loi de


omposition ∗. Cette loi, bien sûr, satisfait les

axiomes de groupe, 
'est-à-dire

(1) asso
iativité

3

:

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z),

(2) existen
e d'un élément neutre

4 e (iden-

tité) :

e ∗ x = x ∗ e = x,

(3) existen
e d'un inverse

5 x̄ pour tout x :

x ∗ x̄ = x̄ ∗ x = e.

On suppose maintenant que la loi de 
omposition

a la propriété d'être régulière. Plus pré
isément,

on demande que la fon
tion fx de multipli
ation

à gau
he par x,

fx(y)
df
= x ∗ y, (I.1)

possède une dérivée première, et que 
ette der-

nière di�ère de zéro pour l'élément neutre

f ′

x(e) 6= 0. (I.2)

En é
rivant la propriété d'asso
iativité de la

sorte

6

fx∗y(z) = fx[fy(z)]

et en di�eren
iant par rapport à z au point

z = e, on a en prenant en 
ompte

7 fy(e) = y :

f ′

x∗y(e) = f ′

x(y)f
′

y(e). (I.3)

La 
ondition (I.2) implique par 
onséquent

8

que

f ′

x(y) 6= 0 pour tout y ∈ S, si bien que nous

avons

9 fx(y1) 6= fx(y2), don
 x ∗ y1 6= x ∗ y2

haque fois que y1 6= y2. Pour 
ette raison, une

paramétrisation ayant les propriétés de régula-

rité (I.1)-(I.2) 
i-dessus, sera appelée une para-

métrisation � essentielle �

10

.

Bien sûr, l'étiquetage du groupe est arbitraire.

Si l'on 
onsidère par exemple le groupe de Lo-

rentz, nous pouvons de façon équivalente 
ara
-

tériser une transformation de Lorentz par sa vé-

lo
ité v ou par sa rapidité ϕ, ou par son � mo-

ment �, v(1−v2)−1/2 = sinhϕ. Savoir s'il y a une

paramétrisation naturelle pour le groupe abs-

trait G est pré
isément la question que l'on se

pose i
i. Un 
hangement général de paramétri-

sation peut être dé�ni par une 
ertaine fon
tion

di�érentiable λ telle que λ−1
existe aussi. Les élé-

ments du groupe sont maintenant étiquetés par

ξ = λ(x), η = λ(y), et
., et la loi de 
omposition

est donnée par

11

ξoη = λ[λ−1(ξ) ∗ λ−1(η)].
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Le théorème du paramètre additif, que nous al-

lons démontrer, stipule en substan
e qu'il est

toujours possible de 
hoisir 
onvenablement λ tel

que la loi o soit simplement l'addition ordinaire

des nombres réels ; 
'est à dire une fon
tion λ
telle que

λ(x ∗ y) = λ(x) + λ(y). (I.4)

En dérivant (I.4) par rapport à y, nous obtenons
l'équation suivante

12

pour λ :

λ′(x ∗ y) · f ′

x(y) = λ′(y), (I.5)

et remarquons que l'identité (I.3) fournit dire
-

tement une solution pour 
ette équation, soit

13

:

λ′(x) = [f ′

x(e)]
−1

.

La fon
tion λ dé�nie par

λ(x) =

∫ x

e

[f ′

t(e)]
−1

dt, (I.6)

obéit don
 à la propriété additive (I.4). La borne

inférieure e dans l'intégrale est bien sûr di
tée

par la 
ondition λ(e) = 0, 
onséquen
e immé-

diate de la loi d'addition

14

.

Cette paramétrisation est-elle unique ? Appe-

lons ξ, η, et
. les paramètres additifs. Supposons

qu'il existe une autre paramétrisation additive

ξ′, η′, et
., donnée en termes de la première par

une 
ertaine fon
tion µ : ξ′ = µ(ξ), elle doit obéir
à

15

µ(ξ + η) = µ(ξ) + µ(η).

Il en résulte que µ est une fon
tion linéaire

µ(ξ) = kξ,

par 
onséquent la paramétrisation additive est

unique à une 
onstante multipli
ative près. En

fait, 
ette 
onstante peut être in
luse dans l'ex-

pression (I.6) sans altérer ses propriétés (I.4).

En 
on
lusion, nous avons prouvé que sous

l'hypothèse de la paramétrisation essentielle,

tout groupe unidimensionnel 
onnexe et di�é-

rentiable est isomorphe au groupe additif des

nombres réels. En parti
ulier 
e résultat im-

plique que le groupe est abélien

16

, 
e qui est loin

d'être évident a priori

17

.

Il existe des groupes importants sans paramé-

trisation essentielle di�érentiable. Le groupe des

rotations dans le plan en est un exemple ; on peut


hoisir un paramètre additif, l'angle, mais soit

l'on restreint ses valeurs à [0, 2π] et l'on perd

la di�érentiabilité, soit l'on prend l'ensemble des

nombres réels et l'on perd l'uni
ité de la para-

métrisation. Cependant, quand la paramétrisa-

tion n'est pas essentielle mais que f ′

x(e) di�ère

de zéro dans un voisinage de l'identité, l'isomor-

phisme existe dans un tel voisinage. Le résultat

général, que nous n'allons pas prouver, dit que

tout groupe unidimensionnel 
onnexe et di�éren-

tiable est isomorphe soit à R (la droite réelle)

soit à T = R/Z (le 
er
le, 
omme par exemple

le groupe des rotations planes). On peut même

abandonner l'hypothèse de di�érentiabilité et

garder seulement une mesurabilité lo
ale de la

fon
tion fx. Un beau 
ontre-exemple, qui montre

les limites du théorème est le suivant. Considé-

rons un groupe a deux paramètres, pas né
essai-

rement abélien, par exemple le groupe unidimen-

sionnel des translations - dilatations. Puisque

R

2
a la même 
ardinalité que R, nous pouvons

toujours rempla
er les deux paramètres réels du

groupe par un seul en utilisant une bije
tion

(
omme 
ette vieille astu
e qui 
onsiste à 
om-

biner deux nombres réels sous leur forme dé
i-

male en é
rivant un seul nombre dont les 
hi�res

pairs et impairs sont 
eux des deux nombres). Le

groupe est alors un groupe à � un paramètre �,

(sans signi�
ation physique, bien sûr). Cepen-

dant, 
omme au
une fon
tion bije
tive R

2 ↔ R

ne peut être mesurable, les 
onditions du théo-

rème ne peuvent être remplies, et au total il n'y

a pas de paramètre additif, et heureusement, 
ar

le groupe n'est pas abélien !

II QUELQUES EXEMPLES

A. Considérons le groupe multipli
atifR

×
des

nombres réels (positifs). Nous avons

18

fx(y) = xy, e = 1, f ′

t(e) = t.

Le paramètre additif, dont l'existen
e est garan-

tie par le théorème, est donné expli
itement par

la formule (I.6) :

λ(x) =

∫ x

1

t−1dt = ln x.

Bien sûr, 
e n'est rien d'autre que la dé�nition

de la fon
tion logarithme népérien, dont la prin-


ipale propriété est de réaliser l'isomorphisme

du groupe multipli
atif des nombres réels posi-

tifs ave
 le groupe additif des nombres réels.

B. Les matri
es 2 × 2 réelles symétriques et

unimodulaires

19

forment un groupe ; l'élément

générique peut s'é
rire :

M =

(

a b
b a

)

, a2 − b2 = 1, a > 1.

Ameri
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Prenons b 
omme paramètre du groupe, ave


a = (1 + b2)1/2, la loi de groupe s'é
rit

20

b ∗ b′ = (1 + b2)1/2b′ + b(1 + b′2)1/2.

On a

21

fx(y) = (1 + x2)1/2y + x(1 + y2)1/2,

e = 0, f ′

t(e) = (1 + t2)1/2.

Un paramètre additif existe et est donné par

ϕ(b) =

∫ b

0

(1 + t2)−1/2dt = arg sinh b. (II.1)

Nous avons alors

b = sinhϕ, a = coshϕ,

si bien que les éléments du groupe s'é
rivent

M(ϕ) =

(

coshϕ sinhϕ
sinhϕ coshϕ

)

. (II.2)

Ce groupe abstrait peut être 
onsidéré 
omme

étant le groupe de Lorentz à une dimension d'es-

pa
e, ϕ étant maintenant la rapidité ; nous exa-

minerons 
e groupe d'un point de vue plus phy-

sique dans la se
tion suivante

22

.

Il existe une autre façon de dériver l'expression

(II.2), en évitant pour les étudiants l'intégration

(II.1). Il su�t de supposer l'existen
e d'un para-

mètre additif ϕ et d'exprimer la loi de groupe à

partir de 
e paramètre :

M(ϕ)M(ϕ′) = M(ϕ+ ϕ′).

Cette équation matri
ielle donne

23

:

{

a(ϕ+ ϕ′) = a(ϕ)a(ϕ′) + b(ϕ)b(ϕ′)

b(ϕ + ϕ′) = b(ϕ)a(ϕ′) + a(ϕ)b(ϕ′).

Dé�nissons

{

u(ϕ) = a(ϕ) + b(ϕ)

v(ϕ) = a(ϕ)− b(ϕ).

Ces fon
tions obéissent alors à

24

:

{

u(ϕ+ ϕ′) = u(ϕ)u(ϕ′)

v(ϕ+ ϕ′) = v(ϕ)v(ϕ′)

si bien que 
e sont des fon
tions exponentielles.

La 
ondition d'unimodularité a2 − b2 = 1 s'é
rit

u(ϕ)v(ϕ) = 1,

don
 u et v sont des exponentielles inverses :

{

u(ϕ) = exp(kϕ)

v(ϕ) = exp(−kϕ)

qui donne à son tour

{

a(ϕ) = cosh(kϕ)

b(ϕ) = sinh(kϕ)

en a

ord, bien sûr, ave
 (II.2) (au fa
teur


onstant autorisé k près).

C. Les matri
es 2 × 2 réelles antisymétriques

unimodulaires

R =

(

a −b
b a

)

, a2 + b2 = 1

forment aussi un groupe, le groupe des rotations

planes. Mais, à 
ause de l'ambiguïté de signe,

a = ±(1 − b2)1/2, la paramétrisation par b n'est

pas essentielle. Cependant, dans un voisinage de

l'identité (
ara
térisé par b = 0, a = 1), la loi de

groupe donne

25

b ∗ b′ = (1− b2)1/2b′ + b(1− b′2)1/2.

On a

26

fx(y) = (1− x2)1/2y + x(1− y2)1/2,

e = 0, f ′

t(e) = (1− t2)1/2

(il est 
lair que pour t = 1, f ′

t(e) = 0)27.
Le paramètre additif est donné par

θ(b) =

∫ b

0

(1− t2)−1/2dt = arcsin b.

Nous avons don


b = sin θ, a = cos θ,

et

M(θ) =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

,

si bien que le groupe s'identi�e au groupe des ro-

tations dans le plan, en a

ord ave
 le théorème

général.

On peut aussi postuler l'existen
e de θ et déri-
ver toutes les propriétés 
onnues des fon
tions a
(
osinus) et b (sinus) de la loi de groupe satisfaite
par les matri
es M .

III GROUPES RELATIVISTES EN UNE

DIMENSION D'ESPACE

Nous allons maintenant utiliser le théorème du

paramètre additif pour établir la théorie de la

relativité à partir de prin
ipes premiers. La dis-


ussion est i
i limitée à une dimension d'espa
e ;

la Se
. IV la généralisera à trois dimensions

d'espa
e. Nous 
her
hons des transformations

d'espa
e-temps qui 
onne
tent deux référentiels

inertiels, satisfaisant les 
onditions suivantes :

(i) elles préservent l'homogénéité de l'espa
e-

temps ; (ii) elles forment un groupe ; (iii) elles

sont 
ompatibles ave
 la ré�exion d'espa
e ; et

Ameri
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(iv) elles permettent une 
ertaine notion de 
au-

salité. Il a déjà été montré ailleurs

28

que 
es hy-

pothèses sont su�santes pour dériver les trans-

formations de Lorentz (et leurs 
ousines dégéné-

rées, les transformations de Galilée). En parti
u-

lier, il n'y a pas besoin d'un postulat 
on
ernant

la 
onstan
e de la vitesse de la lumière. Le le
-

teur pourra se référer à un pré
édent travail pour

une dis
ussion sur la signi�
ation physique des

nouveaux postulats

28

.

La 
ondition d'homogénéité (i) est équivalente

à la linéarité des transformations dans l'espa
e-

temps. Nous pouvons don
 é
rire 
es transfor-

mations sous forme matri
ielle

(

t′

x′

)

=

(

a(ϕ) b(ϕ)
c(ϕ) d(ϕ)

)(

t
x

)

= M(ϕ)

(

t
x

)

(III.1)

où nous supposons que les transformations dé-

pendent d'un seul paramètre (voir une dis
us-

sion à 
e propos dans le premier arti
le Réf. 28)

que l'on 
hoisit additif en a

ord ave
 le théorè-

me fondamental, si bien que les matri
es M(ϕ)
obéissent à

29

M(ϕ+ ϕ′) = M(ϕ)M(ϕ′) (III.2a)

M−1(ϕ) = M(−ϕ) (III.2b)

M(0) = I. (III.2
)

Si l'on 
hange la dire
tion des axes d'espa
e, la

transformation étiquetée par ϕ est alors repré-

sentée par la matri
e

30

M̂(ϕ) =

(

a(ϕ) −b(ϕ)
−c(ϕ) d(ϕ)

)

. (III.3)

Cet ensemble de matri
es forme bien entendu un

groupe isomorphe au groupe original. La 
ondi-

tion de symétrie par ré�exion d'espa
e né
essite

maintenant que les deux groupes soient iden-

tiques (et pas seulement isomorphes) ; à savoir,

il doit exister un paramètre ϕ̌ dépendant de ϕ,
tel que

M̂(ϕ) = M(ϕ̌)

ave


ϕ̌ = χ(ϕ).

Autrement dit,

M̂(ϕ) = M [χ(ϕ)]. (III.4)

Puisque ϕ est un paramètre additif pour le

groupe des matri
es M̂ , il est 
lair que χ doit être

une fon
tion additive de ϕ. En e�et, de (III.4)

on déduit

M [χ(ϕ + ϕ′)] = M̂(ϕ+ ϕ′) = M̂(ϕ)M̂(ϕ′)

= M [χ(ϕ)]M [χ(ϕ′)]

= M [χ(ϕ) + χ(ϕ′)].

Il en résulte que

31

ϕ̌ = κϕ. (III.5)

Si l'on 
hange maintenant deux fois l'orienta-

tion des axes d'espa
e, nous devons retrouver la

paramétrisation originale, si bien que κ2 = 1.
Le 
as κ = 1 est trivial, puisque l'équation

M̂(ϕ) = M(ϕ) mène à

32 b = c = 0, autrement

dit au
une relation entre espa
e et temps. Il reste

la 
ondition

M̂(ϕ) = M(−ϕ) (= M−1(ϕ) (III.2b)). (III.6)

Cette relation donne ave
 (III.3) les propriétés

de parité des fon
tions

33 a, b, c, et d :

a(−ϕ) = a(ϕ) b(−ϕ) = −b(ϕ) (III.7)

c(−ϕ) = −c(ϕ) d(−ϕ) = d(ϕ). (III.8)

Ave
 les égalités

34 det M̂(ϕ) = detM(ϕ) et

35

detM(−ϕ) = [detM(ϕ)]−1
, 
ette relation mène

aussi à la propriété d'unimodularité des ma-

tri
es

36M

detM(ϕ) = 1. (III.9)

Par 
onséquent, (III.6) devient

37

(

a(ϕ) −b(ϕ)
−c(ϕ) d(ϕ)

)

=

(

d(ϕ) −b(ϕ)
−c(ϕ) a(ϕ)

)

.

(III.10)

De (III.10)

38

nous inférons

a = d, a2 − bc = 1. (III.11)

Considérons maintenant la loi de multipli
ation

(III.2a). Nous pouvons en parti
ulier é
rire

39

a(ϕ+ ϕ′) = a(ϕ)a(ϕ′) + b(ϕ)c(ϕ′).

Puisque 
ette loi est 
ommutative, nous devons

avoir l'égalité

40

b(ϕ)c(ϕ′) = b(ϕ′)c(ϕ)

autrement dit

c(ϕ)

b(ϕ)
=

c(ϕ′)

b(ϕ′)
= Cste,

si bien que b et c sont deux fon
tions propor-

tionnelles, à moins que l'une ne soit nulle. La


onstant de proportionnalité peut être ajustée à

1 ou −1. En e�et, 
hanger l'é
helle d'espa
e d'un

fa
teur h :

x → hx,
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orrespond d'après (III.1) aux transformations

suivantes des fon
tions b et c et de leur quotient41

b → h−1b, c → hc,
c

b
→ h2

c

b
.

Par 
onséquent

42

, on distingue quatre 
as

1

O b = c : Les matri
es M sont des matri
es uni-

modulaires du type

M(ϕ) =

(

a(ϕ) b(ϕ)
b(ϕ) a(ϕ)

)

.

On retrouve le groupe de Lorentz (voir Se
. II

B)

2

O b = −c : Les matri
es M sont des matri
es

unimodulaires du type

M(ϕ) =

(

a(ϕ) b(ϕ)
−b(ϕ) a(ϕ)

)

.

Le groupe (voir Se
. II C) est un groupe de

rotation. . . dans l'espa
e-temps !

3

O b = 0 : La propriété de modularité (III.11)

implique a = 1. Les matri
es M sont du type

M(ϕ) =

(

1 0
c(ϕ) 1

)

.

La loi de groupe donne

43

c(ϕ+ ϕ′) = c(ϕ) + c(ϕ′)

ou

c(ϕ) = γϕ.

Le groupe 
orrespondant est le groupe de Galilée

ave
 un paramètre sans dimension ϕ (et γ une

unité arbitraire de vitesse)

44

.

4

O c = 0 : En pro
édant 
omme dans

3

O nous

obtenons

45

M(ϕ) =

(

1 βϕ
0 1

)

,

qui est la dé�nition du groupe de Carroll.

Nous introduisons maintenant la 
ondition de


ausalité

28

selon laquelle il existe 
ertaines paires

d'évènements tels que leur intervalle de temps

∆t garde le même signe dans tous les référen-

tiels, 
'est-à-dire, restent invariant par les trans-

formations quelle que soit ϕ. Cette 
ondition suf-

�t à rejeter les 
as

2

O et

4

O. Les groupes de Lo-

rentz et de Galilée restent alors les seuls groupes

physiques de la relativité possibles dans l'espa
e-

temps.

IV GROUPES RELATIVISTES EN

TROIS DIMENSIONS D'ESPACE

Le théorème du paramètre additif permet une

généralisation fa
ile à trois dimensions d'espa
e

de la dérivation pré
édente. Nous é
rivons la

transformation d'espa
e de la sorte

(

t′

x
′

)

=

(

a(ϕ) b(ϕ)
c(ϕ) d(ϕ)

)(

t
x

)

= M(ϕ)

(

t
x

)

où a, b, c, d sont maintenant, respe
tivement,

des matri
es 1× 1, 1× 3, 3× 1 et 3× 3. Toutes
les expressions de la Se
. III jusqu'à (III.9) res-

tent alors valides. Cependant, la dérivation algé-

brique pré
édente, qui ne né
essite pas de te
h-

nique de di�érentiation, devient lourde en trois

dimensions d'espa
e et nous préférons une ap-

pro
he in�nitésimale, qui est en e�et plus pro
he

des méthodes avan
ées reposant sur les algèbres

de Lie (
ette méthode, bien sûr, mar
he aussi

dans le 
as pré
édent à une dimension).

Considérons la loi multipli
ative (III.2a). En

dérivant par rapport à ϕ′
et en posant ϕ′ = 0,

nous obtenons l'égalité suivante

46

M ′(ϕ) = M(ϕ)M ′(0), (IV.1)

où la matri
e dérivée est

M ′(ϕ) =

(

a′(ϕ) b′(ϕ)
c′(ϕ) d′(ϕ)

)

.

Pour ϕ = 0, d'après (III.7), nous voyons que 47

M ′(0) =

(

0 β
γ 0

)

, (IV.2)

où

β = b′(0), γ = c′(0)

(n'oublions pas que β et γ sont des matri
es 1×3
et 3 × 1, 
'est-à-dire, des ve
teurs � ligne �, et

� 
olonne �, respe
tivement). La relation (IV.1)

donne maintenant un ensemble d'équations dif-

férentielles

48

a′ = bγ, b′ = aβ

c′ = dγ, d′ = cβ

dont on déduit l'équation

49

a′′ = βγa.

(βγ est le produit s
alaire des ve
teurs β et γ.)
La fon
tion a est par 
onséquent de type expo-

nentiel. La solution spé
i�que à séle
tionner est

di
tée par la propriété de parité (III.7) et par

la 
ondition initiale (III.2
). Un argument simi-

laire s'applique au 
al
ul de b, c, d. La nature

des solutions dépend du signe de βγ, ou de sa
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nullité. Puisque un 
hangement d'é
helle dans le

paramètre additif

50

multiplie βγ par un nombre

positif, nous sommes amené à 
onsidérer les 
as

suivants :

1

O βγ = 1. Nous obtenons51

M(ϕ) =

(

coshϕ (sinhϕ)β
(sinhϕ)γ 1 + (coshϕ− 1)γβ

)

.

(IV.3)

2

O βγ = −1. Il su�t de rempla
er 
i-dessus les

fon
tions hyperboliques par les fon
tions ordi-

naires sinus et 
osinus

52

.

3

O βγ = 0. L'intégration donne

53

M(ϕ) =

(

1 ϕβ
ϕγ 1 + 1

2
ϕ2γβ

)

.

La 
ondition de 
ausalité élimine maintenant le


as

2

O et impose β = 0 dans le 
as

3

O. Il nous

reste deux 
as seulement :

a

O β = 0, qui donne les transformations de Ga-

lilée en trois dimensions

M(ϕ) =

(

1 0
ϕγ 1

)

,

où le ve
teur γ dé�nit la dire
tion de la trans-

formation Galiléenne.

b

O 
as

1

O. Pour é
rire la matri
e (IV.3) sous une

forme plus familiaire, e�e
tuons un 
hangement

arbitraire de 
oordonnées d'espa
e par une ma-

tri
e T .

La matri
e de transformation M devient

54

:

(

1 0
0 T

)

M(ϕ)

(

1 0
0 T−1

)

=

(

coshϕ (sinhϕ)βT−1

(sinhϕ)Tγ [1 + (coshϕ− 1)]TγβT−1

)

.

Il est fa
ile de voir qu'il existe toujours une ma-

tri
e T telle que βT−1
soit la transposée de la

matri
e Tγ. Ave
 des unités 
onvenables nous

obtenons

55

M(ϕ) =

(

coshϕ (sinhϕ)nt

(sinhϕ)n [1 + (coshϕ− 1)]nnt

)

,

qui est une expression standard pour les trans-

formations de Lorentz ave
 la rapidité ϕ, dans
la dire
tion du ve
teur unité n.
La question peut se poser de savoir pourquoi

nous n'avons trouvé que de véritables transfor-

mations (Lorentz et Galilée) 
omme transfor-

mations possibles entre référentiels. En e�et, il

est 
lair que les transformations purement spa-


iales, à savoir les rotations en trois dimensions

d'espa
e, existent aussi, et devraient apparaître

dans notre dérivation des groupes relativistes.

La réponse se trouve dans la suppression, suite

à l'équation (III.5), de la solution κ = 1.
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1. Voir, par exemple, J.-M. Lévy-Leblond, Riv. Nuovo Cimento 7, 187 (1977) et J.-M. Lévy-Leblond (publi
ation

à venir).

2. Quand v > 1, la formule (.2) donne une valeur 
omplexe et par 
onséquent indéterminée de ϕ. Une autre façon
de 
omprendre la restri
tion v < 1 des vitesses des référentiels, sans invoquer l'appartenan
e aux réels de ϕ, est de
remarquer que la loi d'addition (.1) est une loi de groupe seulement si les v sont inférieures à un. L'importan
e des

hypothèses de la loi de groupe sera développée dans la Se
. III.

3. NDT

[g(x)g(y)]g(z) = g(x)[g(y)g(z)]

g(x ∗ y)g(z) = g(x)g(y ∗ z)
g[(x ∗ y) ∗ z] = g[x ∗ (y ∗ z)]

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

4. NDT

g(e)g(x) = g(x)g(e) = g(x)

g(e ∗ x) = g(x ∗ e) = g(x)

e ∗ x = x ∗ e = x.

5. NDT

g(x)g(x̄) = g(x̄)g(x) = g(e)

g(x ∗ x̄) = g(x̄ ∗ x) = g(e)

x ∗ x̄ = x̄ ∗ x = e.

6. NDT

fx∗y(z) = (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)
fx[fy(z)] = fx(y ∗ z) = x ∗ (y ∗ z).

7. NDT

f ′
x∗y(z) = {fx[fy(z)]}′ = f ′

x[fy(z)]f
′
y(z)

f ′
x∗y(e) = f ′

x[fy(e)]f
′
y(e) = f ′

x(y)f
′
y(e).

8. NDT

∀x, f ′
x(e) 6= 0 ⇒ ∀y, f ′

y(e) 6= 0

∀x, f ′
x(e) 6= 0 ⇒ ∀x, y, f ′

x∗y(e) 6= 0

f ′
x∗y(e) 6= 0 et f ′

y(e) 6= 0 ⇒ f ′
x(y) 6= 0.

9. NDT Lorsque la dérivée est non nulle, les points d'abs
isses di�érentes ne peuvent avoir même ordonnée.

10. NDT Les propriétés � abstraites � (I.1) et (I.2) permettent d'avoir une loi de 
omposition régulière :

y1 6= y2 ⇒ ∀x, x ∗ y1 6= x ∗ y2.
Ameri
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11. NDT

x → λ(x)

y → λ(y)

x ∗ y → λ(x ∗ y).

La nouvelle loi de 
omposition o est telle que :

λ(x ∗ y) = λ(x)oλ(y).

On pose λ(x) = ξ et λ(y) = η :

λ{λ−1[λ(x)] ∗ λ−1[λ(y)]} = λ(x)oλ(y)

λ{λ−1(ξ) ∗ λ−1(η)} = ξoη.

12. NDT Le prime désignant la dérivation par rapport à y :

[λ(x ∗ y)]′ = λ′(x) + λ′(y)

[λ(fx(y)]
′ = λ′(y)

λ′[fx(y)] · f ′
x(y) = λ′(y)

λ′(x ∗ y) · f ′
x(y) = λ′(y).

13. NDT

f ′
x∗y(e) = f ′

x(y)f
′
y(e)

[f ′
x∗y(e)]

−1f ′
x(y) = [f ′

y(e)]
−1

On retrouve (I.5) si l'on pose λ′(x ∗ y) = f ′
x∗y(e)

−1
et λ′(y) = f ′

y(e)
−1

, autrement dit si λ′(x) = f ′
x(e)

−1
.

14. NDT

λ(x ∗ y) = λ(x) + λ(y)

λ(x ∗ e) = λ(x) + λ(e)

λ(x) = λ(x) + λ(e)

λ(e) = 0.

15. NDT Dans (I.4) λ devient µ et ∗ devient + 
ar les paramètres ξ, η, et
. sont additifs.
16. NDT Car le groupe additif (R,+) est 
ommutatif.

17. Notons aussi que l'existen
e d'un inverse n'a pas été utilisée dans la démonstration. Par 
onséquent, un

semi-groupe di�érentiable et 
onnexe est isomorphe au semi-groupe additif des nombres réels positifs.

18. NDT

ft(y) = t× y

f ′
t(y) = t

f ′
t(e) = t.

19. NDT

det(M) = ±1.
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20. NDT

M(b)M(b′) = M(b ∗ b′)

(

(1 + b′2)1/2 b′

b′ (1 + b′2)1/2

)

(

(1 + b2)1/2 b

b (1 + b2)1/2

)(

· (1 + b2)1/2b′ + b(1 + b′2)1/2

· ·

)

=

(

[1 + (b ∗ b′)2]1/2 b ∗ b′
b ∗ b′ [1 + (b ∗ b′)2]1/2

)

b ∗ b′ = (1 + b2)1/2b′ + b(1 + b′2)1/2.

21. NDT

b ∗ e = (1 + b2)1/2e+ b(1 + e2)1/2

= b ssi e = 0.

22. NDT Si l'on prend a 
omme paramètre du groupe alors b = (a2 − 1)1/2 :

M(a)M(a′) = M(a ∗ a′)

(

a′ (a′2 − 1)1/2

(a′2 − 1)1/2 a′

)

(

a (a2 − 1)1/2

(a2 − 1)1/2 a

)(

aa′ + (a2 − 1)1/2(a′2 − 1)1/2 ·
· ·

)

=

(

a ∗ a′ [(a ∗ a′)2 − 1]1/2

[(a ∗ a′)2 − 1]1/2 a ∗ a′
)

a ∗ a′ = aa′ + (a2 − 1)1/2(a′2 − 1)1/2.

On a

fx(y) = xy + (x2 − 1)1/2(y2 − 1)1/2

ft(y) = ty + (t2 − 1)1/2(y2 − 1)1/2

f ′
t(y) = t+ (t2 − 1)1/2(y2 − 1)−1/2y

a ∗ e = ae+ (a2 − 1)1/2(e2 − 1)1/2

= a ssi e = 1.

On a alors f ′
t(e) = t+ (t2 − 1)1/2(1− 1)−1/2

qui donne une division par zéro.

23. NDT

M(ϕ)M(ϕ′) = M(ϕ+ ϕ′)

(

a(ϕ′) b(ϕ′)
b(ϕ′) a(ϕ′)

)

(

a(ϕ) b(ϕ)
b(ϕ) a(ϕ)

)(

a(ϕ)a(ϕ′) + b(ϕ)b(ϕ′) a(ϕ)b(ϕ′) + b(ϕ)a(ϕ′)
b(ϕ)a(ϕ′) + a(ϕ)b(ϕ′) b(ϕ)b(ϕ′) + a(ϕ)a(ϕ′)

)

=

(

a(ϕ+ ϕ′) b(ϕ+ ϕ′)
b(ϕ+ ϕ′) a(ϕ+ ϕ′)

)

⇒
{

a(ϕ+ ϕ′) = a(ϕ)a(ϕ′) + b(ϕ)b(ϕ′)

b(ϕ+ ϕ′) = b(ϕ)a(ϕ′) + a(ϕ)b(ϕ′).
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24. NDT

u(ϕ+ ϕ′) = a(ϕ+ ϕ′) + b(ϕ+ ϕ′)

= a(ϕ)a(ϕ′) + b(ϕ)b(ϕ′) + b(ϕ)a(ϕ′) + a(ϕ)b(ϕ′)

= [a(ϕ) + b(ϕ)][a(ϕ′) + b(ϕ′)]

= u(ϕ)u(ϕ′).

v(ϕ+ ϕ′) = a(ϕ+ ϕ′)− b(ϕ+ ϕ′)

= a(ϕ)a(ϕ′) + b(ϕ)b(ϕ′)− b(ϕ)a(ϕ′)− a(ϕ)b(ϕ′)

= [a(ϕ)− b(ϕ)][a(ϕ′)− b(ϕ′)]

= v(ϕ)v(ϕ′).

25. NDT

R(b)R(b′) = R(b ∗ b′)

(

±(1− b′2)1/2 −b′

b′ ±(1− b′2)1/2

)

(

±(1− b2)1/2 −b

b ±(1− b2)1/2

)(

· ∓(1− b2)1/2b′ ∓ b(1− b′2)1/2

· ·

)

=

(

±[1− (b ∗ b′)2]1/2 −(b ∗ b′)
b ∗ b′ ±[1− (b ∗ b′)2]1/2

)

a = 1 don
 a > 0, on 
onserve le signe + :

b ∗ b′ = (1− b2)1/2b′ + b(1− b′2)1/2.

26. NDT

b ∗ e = (1− b2)1/2e+ b(1− e2)1/2

= b ssi e = 0

ft(y) = (1− t2)1/2y + t(1− y2)1/2

f ′
t(y) = (1− t2)1/2 + t(1 − y2)−1/2y

f ′
t(e) = (1− t2)1/2.

27. NDT En désa

ord ave
 la 
ondition (I.2).

28. J.-M. Lévy-Leblond, Am. J. Phys. 44, 271 (1976), A. R. Lee et T. M. Kalotas, Am. J. Phys. 43, 434 (1975),

et des référen
es additionnelles dans 
es arti
les.

29. NDT

M(ϕ+ ϕ′) = M(ϕ)M(ϕ′)

M(0 + ϕ′) = M(0)M(ϕ′)

M(ϕ′) = M(0)M(ϕ′)

⇒ M(0) = I.

M(ϕ− ϕ′) = M(ϕ)M(−ϕ)

M(0) = M(ϕ)M(−ϕ)

⇒ M(−ϕ) = M−1(ϕ).
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30. NDT J.-M. Lévy-Leblond, Am. J. Phys. 44, 271 (1976), de l'équation (10) à (12).

31. NDT

M [χ(ϕ+ ϕ′)] = M [χ(ϕ) + χ(ϕ′)]

χ(ϕ+ ϕ′) = χ(ϕ) + χ(ϕ′)

χ(ϕ) = κϕ.

32. NDT

κ = 1

ϕ̌ = ϕ

M̂(ϕ) = M(ϕ)
(

a(ϕ) −b(ϕ)
−c(ϕ) d(ϕ)

)

=

(

a(ϕ) b(ϕ)
c(ϕ) d(ϕ)

)

−b(ϕ) = b(ϕ) ⇒ b(ϕ) = 0

−c(ϕ) = c(ϕ) ⇒ c(ϕ) = 0.

33. NDT

κ = −1

ϕ̌ = −ϕ

M̂(ϕ) = M(−ϕ)
(

a(ϕ) −b(ϕ)
−c(ϕ) d(ϕ)

)

=

(

a(−ϕ) b(−ϕ)
c(−ϕ) d(−ϕ)

)

.

34. NDT

det M̂(ϕ) = det

(

a(ϕ) −b(ϕ)
−c(ϕ) d(ϕ)

)

= a(ϕ)d(ϕ) − b(ϕ)c(ϕ) = det

(

a(ϕ) b(ϕ)
c(ϕ) d(ϕ)

)

= detM(ϕ).

35. NDT Ave
 la propriété suivante des déterminants : ∀M, det(M−1) = (detM)−1
on a :

M(−ϕ) = M−1(ϕ)

detM(−ϕ) = detM−1(ϕ)

= [detM(ϕ)]
−1

.

36. NDT

M̂(ϕ) = M(−ϕ)

det M̂(ϕ) = detM(−ϕ).
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De plus,

det M̂(ϕ) = detM(ϕ)

Don
,

detM(ϕ) = detM(−ϕ)

= detM−1(ϕ)

= [detM(ϕ)]
−1

⇒ detM(ϕ) = ±1.

37. NDT

M̂(ϕ) = M−1(ϕ).

38. NDT

det

(

a(ϕ) b(ϕ)
c(ϕ) a(ϕ)

)

= a2 − bc.

39. NDT

(

a(ϕ+ ϕ′) b(ϕ+ ϕ′)
c(ϕ+ ϕ′) d(ϕ+ ϕ′)

)

=

(

a(ϕ) b(ϕ)
c(ϕ) d(ϕ)

)(

a(ϕ′) b(ϕ′)
c(ϕ′) d(ϕ′)

)

=

(

a(ϕ)a(ϕ′) + b(ϕ)c(ϕ′) ·
· ·

)

a(ϕ+ ϕ′) = a(ϕ)a(ϕ′) + b(ϕ)c(ϕ′).

40. NDT

M(ϕ+ ϕ′) = M(ϕ′ + ϕ)

a(ϕ+ ϕ′) = a(ϕ′ + ϕ)

a(ϕ)a(ϕ′) + b(ϕ)c(ϕ′) = a(ϕ′)a(ϕ) + b(ϕ′)c(ϕ)

b(ϕ)c(ϕ′) = b(ϕ′)c(ϕ).

41. NDT Si l'on e�e
tue une dilatation de l'espa
e :

(

t′

hx′

)

=

(

a b
c d

)(

t
hx

)

=

(

at+ bhx
ct+ dhx

)

t′ = at+ bhx

x′ =
c

h
t+ dx.

Il faut don
 que b → h−1b et c → hc pour avoir les mêmes équations.

42. NDT h 6= ±1 revient à 
hanger l'é
helle d'espa
e, 
e qui n'a pas d'intérêt.

43. NDT

M(ϕ+ ϕ′) = M(ϕ)M(ϕ′)
(

1 0
c(ϕ+ ϕ′) 1

)

=

(

1 0
c(ϕ) 1

)(

1 0
c(ϕ′) 1

)

=

(

1 0
c(ϕ) + c(ϕ′) 1

)

c(ϕ+ ϕ′) = c(ϕ) + c(ϕ′).
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44. NDT

(

t′

x′

)

=

(

1 0
c(ϕ) 1

)(

t
x

)

=

(

t
c(ϕ)t+ x

)

x′ = c(ϕ)t+ x

⇒ c(ϕ) = v et c(ϕ′) = v′.

45. NDT a = 1

M(ϕ+ ϕ′) = M(ϕ)M(ϕ′)
(

1 b(ϕ+ ϕ′)
0 1

)

=

(

1 b(ϕ)
0 1

)(

1 b(ϕ′)
0 1

)

=

(

1 b(ϕ′) + b(ϕ)
0 1

)

b(ϕ+ ϕ′) = b(ϕ′) + b(ϕ)

b(ϕ) = βϕ.

46. NDT

M(ϕ+ ϕ′) = M(ϕ)M(ϕ′)

d

dϕ′
[M(ϕ+ ϕ′)] =

d

dϕ′
[M(ϕ)]M(ϕ′) +M(ϕ)

d

dϕ′
[M(ϕ′)]

M ′(ϕ+ ϕ′) = M(ϕ)M ′(ϕ′)

M ′(ϕ) = M(ϕ)M ′(0).

47. NDT a(−ϕ) = a(ϕ) et d(−ϕ) = d(ϕ), 
es fon
tions sont paires et leurs dérivées sont don
 nulles en zéro.

48. NDT M ′(ϕ) = M(ϕ)M ′(0), don
,

(

a′ b′

c′ d′

)

=

(

a b
c d

)(

0 β
γ 0

)

=

(

bγ aβ
dγ cβ

)

.

49. NDT a′ = bγ don
 a′′ = b′γ + bγ′
. Or b′ = aβ et γ′ = c′′(0) = 0, don
 a′′ = βγa.

50. NDT Se
. I : la paramétrisation additive est unique à une 
onstante multipli
ative près.

51. NDT En se rappelant que βγ est un s
alaire tandis que γβ est une matri
e 3× 3 :

a′′ = βγa et a(−ϕ) = a(ϕ) don
 a = A cosh(
√
βγϕ). Ave
 (III.2
), a(0) = 1 don
 A = 1 et a = cosh(

√
βγϕ).

b′ = aβ = cosh(
√
βγϕ)β don
 b = 1√

βγ
[sinh(

√
βγϕ) + b1]β + b2. Ave
 (III.2
), b(0) = 0 don
 b1 = b2 = 0 et

b = 1√
βγ

sinh(
√
βγϕ)β.

c′ = dγ don
 c′′ = d′γ + dγ′
. Or d′ = cβ et γ′ = c′′(0) = 0, don
 c′′ = cβγ. De plus c(−ϕ) = −c(ϕ),

d'où c = C sinh(
√
βγϕ) et c′ = C

√
βγ cosh(

√
βγϕ). Don
 γ = c′(0) = C

√
βγ et C = γ√

βγ
. Par 
onséquent

c = 1√
βγ

sinh(
√
βγϕ)γ.
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d′ = cβ = 1√
βγ

sinh(
√
βγϕ)γβ d'où d = 1

βγ [cosh(
√
βγϕ) + d1]γβ + d2. Ave
 (III.2
) d(0) = 1, don
 1

βγ (1 +

d1)γβ + d2 = 1, d'où d1 = −1 et d2 = 1, et par 
onséquent d = 1

βγ [cosh(
√
βγϕ)− 1]γβ + 1.

M(ϕ) =

(

cosh(
√
βγϕ) (1/

√
βγ) sinh(

√
βγϕ)β

(1/
√
βγ) sinh(

√
βγϕ)γ 1 + 1/(βγ)[cosh(

√
βγϕ)− 1]γβ

)

.

Ave
 βγ = 1 :

M(ϕ) =

(

cosh(ϕ) sinh(ϕ)β
sinh(ϕ)γ 1 + [cosh(ϕ)− 1]γβ

)

.

52. NDT Ave
 βγ = −1 :

M(ϕ) =

(

cosh(iϕ) −i sinh(iϕ)β
−i sinh(iϕ)γ 1− [cosh(iϕ)− 1]γβ

)

=

(

cos(ϕ) sin(ϕ)β
sin(ϕ)γ 1− [cos(ϕ)− 1]γβ

)

.

53. NDT a′′ = βγa = 0. Don
 a′ = Cste
. D'après (IV.2) a′(0) = 0 don
 a′(ϕ) = 0. Par 
onséquent a = Cste

, et

d'après (III.2
) a(0) = 1, don
 a(ϕ) = 1.

b′ = aβ = β = b′(0) = Cste
. Don
 b = ϕβ.

c′ = dγ d'où c′′ = d′γ + dγ′ = cβγ = 0, don
 c′ = Cste = c′(0) = γ, et don
 c = ϕγ.

d′ = cβ = ϕγβ. Don
 d = 1

2
ϕ2γβ + Cste

. D'après (III.2
) d(0) = 1 don
 d = 1 + 1

2
ϕ2γβ.

54. NDT On e�e
tue un 
hangement de 
oordonnées spatiales du premier référentiel via la matri
e T−1
et on

e�e
tue le même 
hangement de 
oordonnées spatiales pour le se
ond référentiel :

(

1 0
0 T−1

)(

t′

x
′

)

= M(ϕ)

(

1 0
0 T−1

)(

t
x

)

(

t′

x
′

)

=

(

1 0
0 T−1

)−1

M(ϕ)

(

1 0
0 T−1

)(

t
x

)

=

(

1 0
0 T

)

M(ϕ)

(

1 0
0 T−1

)(

t
x

)

Nous avons alors :

(

coshϕ (sinhϕ)β
(sinhϕ)γ 1 + (coshϕ− 1)γβ

)(

1 0
0 T−1

)

=

(

coshϕ (sinhϕ)βT−1

(sinhϕ)γ [1 + (coshϕ− 1)γβ]T−1

)

et

(

coshϕ (sinhϕ)βT−1

(sinhϕ)γ [1 + (coshϕ− 1)γβ]T−1

)

(

1 0
0 T

)(

coshϕ (sinhϕ)βT−1

T (sinhϕ)γ T {[1 + (coshϕ− 1)γβ]T−1}

)

=

(

coshϕ (sinhϕ)βT−1

T (sinhϕ)γ [1 + (coshϕ− 1)]TγβT−1

)

.

55. NDT Nous avons T [(γβ)T−1] = (Tγ)(βT−1), où β est une matri
e 1×3 quel
onque et γ est une matri
e 3×1
quel
onque. Nous pouvons toujours trouver T une matri
e 3× 3 telle que βT−1 = (Tγ)t. Il su�t de résoudre :

(

β1 β2 β3

)





T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33





−1

=









T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33









γ1
γ2
γ3









t

.
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