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Un théoréme simple et profond des mathématiques standard affirme l’existence d’un
paramétre additif pour tout groupe différentiable & un paramétre, tel que l'angle de
rotation et le paramétre de rapidité pour les transformations de Lorentz. L’importance
de ce théoréme pour les applications de la théorie des groupes en physique est soulignée,
et une preuve élémentaire est donnée. Le théoréme est ensuite appliqué & la construction
de groupes relativistes possibles & partir de principes premiers.

INTRODUCTION

La relativité restreinte est habituellement introduite
par les formules de transformation de Lorentz

o = T — vt
V1— 0?2
o t—ovx

N

exprimées en terme de vitesse relative v de deux réfé-
rentiels (nos unités sont telles que ¢ = 1). Nous devons
reconnaitre que ces formules ne sont pas trés élégantes
et semblent souvent compliquées pour un étudiant. Elles
impliquent des propriétés nouvelles et étranges pour la
vitesse : existence d’une vitesse limite ¢, et la curieuse loi
de composition :

V12 = (’Ul + ’02)/(1 + ’U1’02).

(-1)

Par la suite, dans les cours modernes on présente a 1’étu-

diant le paramétre de rapidité ¢ défini par
v = tanh ¢

(-2)

en fonction de laquelle les formules de Lorentz prennent
la forme simple

et la loi de composition devient

2’ = cosh px — sinh ot
t' = cosh ¢t — sinh oz,

P12 = Y1+ P2.

L’additivité de la rapidité exhibe immédiatement la pro-
priété fondamentale du groupe des transformations de
Lorentz.

La rapidité n’est pas seulement un paramétre com-
mode. Son introduction dans l’enseignement de la rela-
tivité einsteinienne souligne la nécessité de remplacer la
vitesse galiléenne par deux concepts distincts : la « vélo-
cité » v, qui exprime le taux de variation de la position
avec le temps, et la « rapidité » ¢, en tant que para-
meétre! (additif) naturel du groupe. Insister sur cette dis-
tinction permet d’éliminer les difficultés. Par exemple, les
étudiants se demandent souvent si l'existence d’une vi-
tesse limite ¢ (pour les particules matérielles) n’implique
pas l'existence d’un « référentiel limite », qui contredi-
rait le principe de relativité. Ils se demandent aussi com-
ment la prise en compte de vitesses plus grandes que ¢
(pour des objets « immatériels », comme les ombres ou
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les tachyons) peut étre cohérent avec la relativité ein-
steinienne. Ces pseudoparadoxes disparaissent lorsqu’on
réalise que le paramétre intrinséque de la loi de groupe
exprimant la transformation d’un référentiel a un autre
est la rapidité, qui n’a pas de limite et peut augmenter
indéfiniment, alors qu’au contraire il n’y a pas de rapi-
dité, c’est-a-dire pas de changement de référentiel, asso-
ciée aux vitesses superluminiques?. Au-dela de son utilité
pédagogique, la rapidité est devenue ces derniéres années
un outil commun et efficace en physique des particules.

Pour ces raisons, il semble utile d’introduire la rapi-
dité le plus tot possible dans ’enseignement de la rela-
tivité, c’est-a-dire dés le début. Il n’est pas nécessaire
d’établir les expressions des transformations de Lorentz
en utilisant la vitesse, puis de « découvrir », les élé-
gantes propriétés de la rapidité comme si elles résul-
taient d’une circonstance heureuse et imprévisible. En ef-
fet, il existe un théoréme mathématique profond, quoique
simple, qui établit par avance la nécessité d’un tel para-
métre. Le théoréme affirme l'existence d’un paramétre
additif pour tout groupe a un paramétre (différentiable
et connexe). Malheureusement, malgré son importance
et sa simplicité, ce théoréme est habituellement intro-
duit en connexion avec I’étude générale des groupes de
Lie et leurs algébres, nécessitant des mathématiques as-
sez élaborées, inadaptées aux besoins de la physique élé-
mentaire. Le but de cet article est de donner une preuve
simple de ce théoréme, de l'illustrer par des exemples élé-
mentaires, et de 'utiliser comme base pour la dérivation
de la théorie de la relativité. Outre cette utilisation spé-
cifique, les considérations présentes peuvent aussi étre
vues comme une introduction a d’importantes idées de
la théorie des groupes qui joue un roéle essentiel dans la
physique théorique contemporaine.

L’article est organisé comme suit. Dans la section I, le
théoréme est énoncé et prouvé. La section II est dévolue a
quelques exemples. La section III utilise le théoréme pour
présenter une dérivation de la théorie relativiste pour une
dimension d’espace, & partir de principes premiers, alter-
native a une récente proposition. La nouvelle dérivation
permet une généralisation directe & trois dimensions d’es-
pace, qui est présentée en section IV.

I THEOREME DU PARAMETRE ADDITIF

Considérons un « groupe a un paramétre », c’est-a-
dire un groupe G dont les éléments sont étiquetés par



des nombres réels. En termes plus rigoureux, le groupe
G est supposé étre en bijection avec un sous-ensemble
connexe S de R, ce qui signifie que I'ensemble des para-
meétres S est simplement un morceau de la droite réelle,

fini ou non. Par exemple, S =] — 0o, +00[ si G est le
groupe des translations avec la longueur de translation
comme paramétre, et S =] — ¢, +¢[ si G est le groupe

de Lorentz avec la vélocité comme paramétre. On note
g(z), x € S, élément générique de G. La structure de
groupe requiert I'existence d’une loi de composition : le
produit g(x)g(y) de deux éléments de G est un élément
de G étiqueté par un parameétre qui est une fonction de
z et y, et qui sera noté = *x y

9(x)g(y) = g(x *y).

On doit aussi identifier chaque élément de G avec son
paramétre x, en considérant le groupe comme étant 1’en-
semble S doté de la loi de composition *. Cette loi, bien
str, satisfait les axiomes de groupe, c’est-a-dire

(1) associativité? :

(xxy)xz=axx(yx*z),
(2) existence d'un élément neutre? e (identité) :

exr==xr*xe=ux,

(3) existence d'un inverse® Z pour tout z :
T*xX =T *T = €.

On suppose maintenant que la loi de composition a la
propriété d’étre réguliére. Plus précisément, on demande
que la fonction f, de multiplication & gauche par =z,

daf

faly) =z *y, (L1)

posséde une dérivée premiére, et que cette derniére différe
de zéro pour I’élément neutre

fi(e) #0.
En écrivant la propriété d’associativité de la sorte®

et en differentiant par rapport & z au point z = e, on a
en prenant en compte’ f,(e) =y :

fowy(€) = f2(y) £, (€).
La condition (I.2) implique par conséquent® que f7 (y) #
0 pour tout y € S, si bien que nous avons® f,(y1) #
fx(y2), donc xxyy # x*xys chaque fois que y; # ya. Pour
cette raison, une paramétrisation ayant les propriétés de
régularité (I.1)-(1.2) ci-dessus, sera appelée une paramé-
trisation « essentielle »'°.

Bien str, I’étiquetage du groupe est arbitraire. Si 'on
considére par exemple le groupe de Lorentz, nous pou-
vons de fagon équivalente caractériser une transformation
de Lorentz par sa vélocité v ou par sa rapidité ¢, ou par
son « moment », v(1 — v?)~%/2 = sinh . La question de
savoir g’il existe une paramétrisation naturelle pour le
groupe abstrait G est précisément celle que ’on se pose
ici. Un changement général de paramétrisation peut étre
défini par une certaine fonction différentiable \ telle que
A~ ! existe aussi. Les éléments du groupe sont mainte-
nant étiquetés par £ = A(z), n = A(y), etc., et la loi de
composition est donnée par'!

€on = AATH(E) x AT ()]
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(1.2)

(L3)

Le théoréme du paramétre additif, que nous allons dé-
montrer, stipule en substance qu’il est toujours possible
de choisir convenablement A tel que la loi o soit simple-
ment l'addition ordinaire des nombres réels; c’est-a-dire
une fonction A telle que

Mz *y) = Az) + A(y). (1.4)

En dérivant (1.4) par rapport & y, nous obtenons 1’équa-
tion suivante!? pour \ :

N(z*y) - fr(y) = N(y), (L5)
et remarquons que U'identité (I.3) fournit directement une
solution pour cette équation, soit!3 :

N(x) = [fi(e) "

La fonction A\ définie par

N = [ e,

obéit donc a la propriété additive (I.4). La borne infé-
rieure e dans l'intégrale est bien stir dictée par la condi-
tion A(e) = 0, conséquence immédiate de la loi d’addi-
tion'4.

Cette paramétrisation est-elle unique? Appelons ¢,
7, etc. les paramétres additifs. Supposons qu’il existe
une autre paramétrisation additive &', 7', etc., donnée
en termes de la premiére par une certaine fonction p :

¢ = pu(€), elle doit obéir al®
p(§ +m) = p(&) + puln).

Il en résulte que p est une fonction linéaire

n(€) = k¢,

par conséquent la paramétrisation additive est unique
a une constante multiplicative prés. En fait, cette
constante peut étre incluse dans lexpression (I.6) sans
altérer ses propriétés (1.4).

En conclusion, nous avons prouvé que sous I’hypothése
de la paramétrisation essentielle, tout groupe unidimen-
sionnel connexe et différentiable est isomorphe au groupe
additif des nombres réels. En particulier ce résultat im-
plique que le groupe est abélien'®, ce qui est loin d’étre
évident a priori'?.

Il existe des groupes importants sans paramétrisation
essentielle différentiable. Le groupe des rotations dans le
plan en est un exemple ; on peut choisir un paramétre ad-
ditif, angle, mais soit l'on restreint ses valeurs a [0, 27]
et 'on perd la différentiabilité, soit ’on prend I’ensemble
des nombres réels et ’'on perd 'unicité de la paramétrisa-
tion. Cependant, quand la paramétrisation n’est pas es-
sentielle mais que f,(e) differe de zéro dans un voisinage
de I'identité, I'isomorphisme existe dans un tel voisinage.
Le résultat général, que nous n’allons pas prouver, dit que
tout groupe unidimensionnel connexe et différentiable est
isomorphe soit & R (la droite réelle) soit a T = R/Z
(le cercle, comme par exemple le groupe des rotations
planes). On peut méme abandonner I'hypothése de dif-
férentiabilité et garder seulement une mesurabilité locale
de la fonction f,. Un beau contre-exemple, qui montre
les limites du théoréme est le suivant. Considérons un
groupe a deux paramétres, pas nécessairement abélien,
par exemple le groupe unidimensionnel des translations -
dilatations. Puisque R? a la méme cardinalité que R,
nous pouvons toujours remplacer les deux paramétres
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(1.6)



réels du groupe par un seul en utilisant une bijection
(comme cette vieille astuce qui consiste & combiner deux
nombres réels sous leur forme décimale en écrivant un
seul nombre dont les chiffres pairs et impairs sont ceux
des deux nombres). Le groupe est alors un groupe a «
un paramétre », (sans signification physique, bien sfr).
Cependant, comme aucune fonction bijective R? < R
ne peut étre mesurable, les conditions du théoréme ne
peuvent étre remplies, et au total il n’y a pas de para-
métre additif, et heureusement, car le groupe n’est pas
abélien !

II QUELQUES EXEMPLES

A. Considérons le groupe multiplicatif R* des

nombres réels (positifs). Nous avons!®

fo(y) = zy, file) =t.

Le paramétre additif, dont ’existence est garantie par le
théoréme, est donné explicitement par la formule (1.6) :

A(x) :/ t~tdt = In .
1

Bien stir, ce n’est rien d’autre que la définition de la fonc-
tion logarithme népérien, dont la principale propriété est
de réaliser 'isomorphisme du groupe multiplicatif des
nombres réels positifs avec le groupe additif des nombres
réels.

e=1,

B. Les matrices 2 x 2 réelles symétriques et unimo-
dulaires'? forment un groupe; I'élément générique peut
s’écrire :

M:(a b), a2—v*=1, a>1.
b a

Prenons b comme paramétre du groupe, avec a = (1 +
b?)1/2 1a loi de groupe s’écrit?’

b b = (1+b3)Y20 +b(1 +b2)V/2.
On a?!
Foly) = (L+2) Py +2(1 4"/,
e=0, fi(e)=(1+t)Y2

Un paramétre additif existe et est donné par

b
©(b) :/ (1 +t*)~Y2dt = argsinh b. (IL.1)
0
Nous avons alors
b=sinhy, a = coshy,
si bien que les éléments du groupe s’écrivent
_ [coshy sinhe
M) = <sinh<p cosh <p> ‘ (IL2)

Ce groupe abstrait peut étre considéré comme étant le
groupe de Lorentz a une dimension d’espace, ¢ étant
maintenant la rapidité ; nous examinerons ce groupe d’un
point de vue plus physique dans la section suivante??.

Il existe une autre fagon de dériver l'expression (I1.2),
en évitant pour les étudiants l'intégration (II.1). II suf-
fit de supposer 'existence d’un parameétre additif ¢ et

d’exprimer la loi de groupe & partir de ce paramétre :

M(p)M(¢') = M(¢ + ¢').
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Cette équation matricielle donne?? :

a(p + ¢') = a(p)a(e’) + b(p)b(¢")
{b(w +¢') = blp)a(¢’) + alp)b(¢’).
Définissons
u(p) = a(y) + b(y)
{v(so) = a(p) = b(e).

Ces fonctions obéissent alors 424 :

u(o+ ¢') = u(p)uly’)
v(p+¢') =v(p)v(e)

si bien que ce sont des fonctions exponentielles. La condi-
tion d'unimodularité a? — b% = 1 s’écrit

u(p)v(p) =1,
donc u et v sont des exponentielles inverses :
u(p) = exp(ky)
v(p) = exp(—ke)
qui donne & son tour
a(p) = cosh(ky)
b(p) = sinh(kyp)
en accord, bien sir, avec (II.2) (au facteur constant au-

torisé k prés).

C. Les matrices 2 x 2 réelles antisymétriques unimo-

dulaires
R(a —b>7 a2+b2:1
b «a

forment aussi un groupe, le groupe des rotations planes.
Mais, & cause de ambiguité de signe, a = £(1 — b?)/2,
la paramétrisation par b n’est pas essentielle. Cependant,
dans un voisinage de l'identité (caractérisé par b = 0,
a = 1), la loi de groupe donne®®

bx b = (1 -0 +b(1 — )2
On a*t
- $2)1/2y + :C(l . y2)1/27
file) = (1 =)'

(il est clair que pour t = 1, f{(e) = 0)*7.
Le parameétre additif est donné par

fo(y) = (1
e=20,

b
0(b) = / (1-— t2)*1/2dt = arcsinb.
0

Nous avons donc

b=sinf, a = cosb,
et
cosf) —sinf
M(6) = (sin9 cos 6 ) ’

si bien que le groupe s’identifie au groupe des rotations
dans le plan, en accord avec le théoréme général.

On peut aussi postuler l'existence de 6 et dériver
toutes les propriétés connues des fonctions a (cosinus)
et b (sinus) de la loi de groupe satisfaite par les matrices
M.
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IIT GROUPES RELATIVISTES
MENSION D’ESPACE

EN UNE DI-

Nous allons & présent utiliser le théoréme du para-
meétre additif pour établir la théorie de la relativité a par-
tir de principes premiers. La discussion est ici limitée a
une dimension d’espace ; la Sec. IV la généralisera a trois
dimensions d’espace. Nous cherchons des transformations
d’espace-temps qui connectent deux référentiels inertiels,
satisfaisant les conditions suivantes : (i) elles préservent
Phomogénéité de V'espace-temps; (ii) elles forment un
groupe; (iii) elles sont compatibles avec la réflexion d’es-
pace; et (iv) elles permettent une certaine notion de cau-
salité. I1 a déja été montré ailleurs®® que ces hypothéses
sont suffisantes pour dériver les transformations de Lo-
rentz (et leurs cousines dégénérées, les transformations
de Galilée). En particulier, il n’est pas nécessaire de pos-
tuler la constance de la vitesse de la lumiére. Le lecteur
pourra se référer 4 des travaux antérieurs discutant la
signification physique de ces nouveaux postulats?®.

La condition d’homogénéité (i) est équivalente a la
linéarité des transformations dans l’espace-temps. Nous
pouvons donc écrire ces transformations sous forme ma-

tricielle
"\ _ (ale) b(e)) (t) _ t
(5)= (49 2 (D) =mea () am
oll nous supposons que les transformations dépendent
d’un seul paramétre (voir une discussion a ce propos
dans le premier article Réf. 28) que Pon choisit additif
en accord avec le théoréme fondamental, si bien que les

matrices M () obéissent a2

M(p+¢') = M(p)M(y') (I11.2a)
M~ (p) = M(~¢) (I11.2b)
M(0) = 1. (I11.2¢)

Si 'on change la direction des axes d’espace, la transfor-
mation désignée par ¢ est alors représentée par la ma-
- a
M(yp) = ( (2)

trice3Y
—b(w))
—c(p) dlp) )

Cet ensemble de matrices forme bien entendu un groupe
isomorphe au groupe original. La condition de symétrie
par réflexion d’espace nécessite maintenant que les deux
groupes soient identiques (et pas seulement isomorphes) ;
a savoir, il doit exister un paramétre ¢ dépendant de ¢,
tel que

(I1L.3)

M(p) = M(p)

avec

Autrement dit,

M(p) = M[x(¢)]-

Puisque ¢ est un paramétre additif pour le groupe des
matrices M, il est clair que x doit étre une fonction ad-
ditive de ¢. En effet, de (I11.4) on déduit

Mx(p+¢)] = Me+¢') = M(p)M(¢)
= M[x (o) M[x(¢")]

= Mx(¢) + x(¢")].
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(IT1.4)

11 en résulte qued!
P = K. (IIL.5)

En changeant deux fois 'orientation des axes d’es-
pace nous devons retrouver la paramétrisation originale,
si bien que x? = 1. Le cas x = 1 est trivial, puisque
Iéquation M(p) = M(yp) méne 32 b = ¢ = 0, autre-
ment dit aucune relation entre espace et temps. Il reste

la condition
Ni(¢) = M(~¢) (= M~\(¢) (IL2b)).  (IIL6)

Cette relation donne avec (II1.3) les propriétés de parité
des fonctions®® a, b, ¢, et d :

a(—p) = a(yp) b(=¢) = =b() (IL.7)
c(=p) = —c(p) d(—p) = d(p). (IIL.8)
Avec les égalités®®  det M(p) = det M(p) et

det M (—¢) = [det M ()], cette relation méne aussi a
la propriété d’unimodularité des matrices®6 M

det M(p) = 1. (II1.9)
Par conséquent, (II1.6) devient®”
a(p)  =b(@)\ _ (dle)  —blp)
(0 )= (48 ) o
De (II1.10)® nous inférons
a=d, a®>—bc=1. (ITL.11)

Considérons maintenant la loi de multiplication (III.2a).
Nous pouvons en particulier écrire3?

a(p + ¢') = a(p)a(y’) + b(p)c(y’).
Puisque cette loi est commutative, nous devons avoir
légalite®?

autrement dit

C((‘D) _ c((pl) _ Cste

ble) () ’
si bien que b et ¢ sont deux fonctions proportionnelles,
a4 moins que 'une ne soit nulle. La constant de propor-
tionnalité peut étre ajustée a 1 ou —1. En effet, changer

I’échelle d’espace d’un facteur h :

r — hzx,

correspond d’aprés (II1.1) aux transformations suivantes

des fonctions b et ¢ et de leur quotient®!
c c
b— h7', ¢— he, T h21—7.

Par conséquent®?, on distingue quatre cas

(1) b=c: Les matrices M sont des matrices unimodu-
a
me) = (%)

laires du type
b(sﬁ))
ble) ale))”

On retrouve le groupe de Lorentz (voir Sec. II B)
(2) b = —c: Les matrices M sont des matrices unimodu-
a
M) = (fF)

laires du type
b(sﬁ))
—b(p) alp))”

Le groupe (voir Sec. I C) est un groupe de rotation. ..
dans 'espace-temps !
4



b=0: La propriété de modularité (I1I.11) implique
a = 1. Les matrices M sont du type

La loi de groupe donne*?

c(e+¢") = clp) +c(¢)

ou

c(p) = e

Le groupe correspondant est le groupe de Galilée avec un
parameétre sans dimension ¢ (et v une unité arbitraire de
vitesse)*.

(®) ¢ =0: En procédant comme dans (3) nous obtenons

M(@)=((1) ﬂf),

qui est la définition du groupe de Carroll.

Nous introduisons maintenant la condition de causa-
1ité?® selon laquelle il existe certaines paires d’événements
tels que leur intervalle de temps At garde le méme signe
dans tous les référentiels, c’est-a-dire, restent invariant
par les transformations quelle que soit ¢. Cette condition
suffit a rejeter les cas (2) et (4). Les groupes de Lorentz
et de Galilée restent alors les seuls groupes physiques de
la relativité possibles dans I'espace-temps.

45

IV GROUPES RELATIVISTES EN TROIS DI-
MENSIONS D’ESPACE

Le théoréeme du paramétre additif permet de généra-
liser facilement la dérivation précédente a trois dimen-
sions d’espace. Nous écrivons la transformation d’espace

comme suit
t/ a(p) by t t
()= (5 02 () =0 ()

ol a, b, ¢, d sont maintenant, respectivement, des ma-
trices 1 x 1, 1 x 3, 3 x 1 et 3 x 3. Toutes les expressions de
la Sec. III jusqu’a (II1.9) restent alors valides. Cependant,
la dérivation algébrique précédente, qui ne nécessite pas
de technique de différentiation, devient lourde en trois
dimensions d’espace et nous préférons une approche in-
finitésimale, qui est en effet plus proche des méthodes
avancées reposant sur les algebres de Lie (cette méthode,
bien siir, marche aussi dans le cas unidimensionnel pré-
cédent).

Considérons la loi multiplicative (III.2a). En dérivant
par rapport a ¢’ et en posant ¢ = 0, nous obtenons
légalité suivanteS

M'(p) = M(p)M'(0), (IV.1)
ou la matrice dérivée est
' V()
M _ (@ () ]
0= (&0 0
Pour ¢ = 0, d’aprés (II1.7), nous voyons que?”
iy (0B
M'(0) = (7 0) , (IV.2)

B=1(0), v=¢c(0)
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(n’oublions pas que 3 et v sont des matrices 1 x 3 et 3x 1,
c’est-a-dire, des vecteurs « ligne », et « colonne », respec-
tivement). La relation (IV.1) donne & présent ’ensemble
d’équations différentielles*®

a = by,
c = dn,
dont on déduit I’équation?®
a’ = Bya.

(B~ est le produit scalaire des vecteurs S5 et v.) La fonc-
tion a est par conséquent de type exponentiel. La solu-
tion spécifique & sélectionner est dictée par la propriété
de parité (II1.7) et par la condition initiale (III.2c). Un
argument similaire s’applique au calcul de b, ¢, d. La na-
ture des solutions dépend du signe de S, ou de sa nullité.
Puisque un changement d’échelle dans le parameétre ad-
ditif® multiplie 8+ par un nombre positif, nous sommes
amené a considérer les cas suivants :

(D By = 1. Nous obtenons®!

_ [ coshy (sinh ¢)3
M(p) = <(sinh ©)y 1+ (coshp — 1)75) . (IV.3)

(2) By = —1. Il suffit de remplacer ci-dessus les fonctions

hyperboliques par les fonctions ordinaires sinus et cosi-
52

nus°?.

(® By = 0. L’intégration donne®

1 e )
M(p) = .
(®) <<m 1+ 30778
La condition de causalité élimine maintenant le cas (2)
et impose 8 = 0 dans le cas (3). Il nous reste deux cas
seulement :
(@ B = 0, qui donne les transformations de Galilée en

trois dimensions
1 0
M = ,
CH

ou le vecteur ~ définit la direction de la transformation
galiléenne.

() cas (D). Pour écrire la matrice (IV.3) sous une forme
plus familiaire, effectuons un changement arbitraire de
coordonnées d’espace par une matrice 7.

La matrice de transformation M devient®* :

((1) 3) M(e) ((1) Tol)

[ coshe (sinh )BT ~1
~ \(sinh )Ty [1+ (coshp — 1) TyBT1)"
Il est facile de voir qu’il existe toujours une matrice T’

telle que BT ~! soit la transposée de la matrice Ty. Avec
des unités convenables nous obtenons®®
(sinh p)n?

M(p) = (( [1+ (coshp — 1)]nnt> 7

qui est une expression standard pour les transformations
de Lorentz avec la rapidité ¢, dans la direction du vecteur
unitaire n.

On peut se demander pourquoi nous n’avons trouvé
que de véritables transformations (Lorentz et Galilée)
comme transformations possibles entre référentiels. En
effet, il est clair que les transformations purement spa-
tiales, a savoir les rotations en trois dimensions d’espace,

5

cosh ¢
sinh p)n



existent aussi, et devraient apparaitre dans notre dériva- REMERCIEMENTS

tion des groupes relativistes. La réponse se trouve dans
la suppression, suite a I'équation (IIL.5), de la solution

rk=1.

Notes

L’un des auteurs (J.-M. L.-L.) souhaite remercier pour
son hospitalité le Département de Physique de 1’Univer-
sité de Montréal, ot une partie de ce travail a été effectué.
Prof. J.-P. Serres nous a gracieusement donner le contre-
exemple de la fin de la Sec. L.

IVoir, par exemple, J.-M. Lévy-Leblond, Riv. Nuovo Cimento 7, 187 (1977) et J.-M. Lévy-Leblond (publication & venir).

2Quand v > 1, la formule (.2) donne une valeur complexe et par conséquent indéterminée de . Une autre fagon de comprendre la
restriction v < 1 des vitesses des référentiels, sans invoquer I'appartenance aux réels de ¢, est de remarquer que la loi d’addition (.1)
est une loi de groupe seulement si les v sont inférieures 4 un. L’importance des hypothéses de la loi de groupe sera développée dans la

Sec. III.
SNDT

ANDT

SNDT

SNDT

"NDT

SNDT

l9(x)g9(v)]g(z) = g9(=)[g(y)g(2)]
g(z xy)g(2) = g(z)g(y * 2)
gl(z *y) x 2] = glz * (y * 2)]
(zxy)*z=uzx*(yx*z).

g(e)g(z) = g(z)g(e) = g(=)
glexz) =gz *e) = g(x)

fexy(2) = (e xy) ¥z =z % (y  2)
felfy(2)] = faly x 2) = @+ (y * 2).

frny(2) = {falfy (Y = F2[Fy (2113 (2)
Frwy(€) = Frlfy(€)f () = Fr (W) fy (e).

Vo, fi(e) #0 =Yy, f(e) #0
Vo, fr(e) #0=Vz,y, fr.,(e) #0
Fruy(€) # 0 et fi(e) # 0= fr.(y) # 0.

INDT Lorsque la dérivée est non nulle, les points d’abscisses différentes ne peuvent avoir méme ordonnée.
IONDT Les propriétés « abstraites » (I.1) et (I.2) permettent d’avoir une loi de composition réguliére :

HINDT

La nouvelle loi de composition o est telle que :

On pose A(z) =& et A(y) =n:

Y1 # Y2 = Vo, TRyl # THy2.
z — Ax)
¥ — Ay)
Ty — Nx *y).

Az *xy) = Az)oA(y).

ADTI@)] * AT AW} = Az)oA(y)
MATHE * AT ()} = €on.

I2NDT Le prime désignant la dérivation par rapport a y :

LBNDT

Az = y)) =N (z) + X (y)

M) =N (y)
Nfe)] - f2(y) = N (y)
N(z*y) - fo(y) =N(y)

Frwy(€) = f2(y) fy ()
[Frwy (@M foly) = [ ()] 1
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On retrouve (L.5) si on pose N (z * y)

= fray(e)™! et X (y) = f(e)~!, autrement dit si X (x) = f7(e)~".
HNDT

Al *y) = A(z) + Ay)
Az *e) = Ax) + A(e)
A(@) = M) + Ale)

ISNDT Dans (I1.4) A devient p et * devient + car les paramétres &, n, etc. sont additifs
6NDT Car le groupe additif (R, +) est commutatif.

17Notons aussi que Iexistence d’un inverse n’a pas été utilisée dans la démonstration. Par conséquent, un semi-groupe différentiable

et connexe est isomorphe au semi-groupe additif des nombres réels positifs
BNDT

fely) =txy
fily) =t
file) =
YNDT

det(M) =
20NDT

M@)M®') = M(bxb)

((1 +b/2)1/2 I )
y (1+b/2)1/2
((1 +b2)1/2 b ) ( (14120 +b(1 +b/2)1/2) _ ([1+ (b*b')2]1/2 b )
b (L+02)1/2) \- : bxb! [1+ (bxb)2]1/2

bt = (14 b)Y 20 4+ b(1 4 b2)1/2.
2INDT

bre=(14b2)"2e+b(1+4e2)/?
=bssie=0.

22NDT Si I’on prend a comme paramétre du groupe alors b = (

a? —1)V2

M(a)M(a') = M(aa)

((a’2 i1l1)1/2 (a” ;,1)1/2)
((a2 701)1/2 (a? 7a1)1/2) (aa’ + (a® — 1)?/2((1/2 — )2 )

a*xa

( axa [(a*a’)Qfl}l/Q)
[(axa)?—1]1/2 !

axa =ad + (a® - 1)1/2(a/2 -2
On a
fa(y) =y + (@ = )V2 (7 — 1)/?
fely) =ty + (2 = )2 (y* = 1)/
fly) =t+ @ - D)V —1)72%y

axe=ae+ (a® —1)/2(2 —1)1/2
=assie=1.

On a alors fl(e) =t + (t2 — 1)/2(1 — 1)~/2 qui donne une division par zéro.
ZBNDT

M(p)M(¢") = M(p+¢')
(a(v’) b(w’))
ble')  aly’)

(a(sO) b(s@)) (a(¢)a(s0’)+b(s0)b(so’) a(e)b(e’ +b(s0)a ") ) ( (p+¢) b(so+sa’))
ble) alp)) \b(p)a(e’) +alp)b(¢’)  ble)b(e") + a(p)aly’ ble+¢') ale+¢)
N {a(so +¢') = a(p)aly’) + b(s@)b(so/)
b(p +¢') = b(p)a(¥’) + alp)b(¢’).
2ANDT

u(p+¢') = alp+¢") +blp + )
= a(p)a(¢’) + b(@)b(¢") + b(p)a(e”) + alp)b(¢")
= [a(p) + b(p)][a(¢") + b(¥")]

= u(p)u(e).
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v(p+¢) =alp+¢) —ble+¢)
a(p)a(@’) 4+ b(@)b(¢") — blp)ale’) — alp)b(y")
(

= [a(p) = b(@)][a(¢") — b(¥")]
= v(p)v(¢’).
25NDT
RMB)R(Y) = R(b V')
(1 —b2)1/2 —b
( v (1 - b/2)1/2)
(:I:(lbe)l/Q 4;2 ) ) ( :F(l—b2)1/2b’q:b(1—b’2)1/2) _ (j:[lf(b*ll;’)Q]l/Q 7(b*b,’) )
b +(1-2)1/2) \. . bxb +[1— (b*b/)2]1/2
a =1 donc a > 0, on conserve le signe + :

bt = (1— b)Y 20 4+ b(1 — b'?)/2,
26NDT

bre=(1—0b2)"2e+b(1—e2)/?

=bssie=0

fly) = 1 =)y +1(1 - y*)'/?
fily) = (1= )12 11— y*)~1 /%y
file) = (1—¢%)1/2.

2"NDT En désaccord avec la condition (1.2).

28J.-M. Lévy-Leblond, Am. J. Phys. 44, 271 (1976), A. R. Lee et T. M. Kalotas, Am. J. Phys. 43, 434 (1975), et des références
additionnelles dans ces articles.

29NDT
M(p+¢') = M(p)M(¢')
M(0+¢") =M©O)M(#")
M(¢") = M(0)M(¢')
= M(0) =1I.

M(p —¢') = M(p)M(~p)
M(0) = M(e)M (=)
= M(—¢) = M~ ().
30NDT J.-M. Lévy-Leblond, Am. J. Phys. 44, 271 (1976), de I’équation (10) & (12).
3INDT
Mx(p +¢")] = Mx(#) + x(¢")]
x(e +¢") = x(¢) + x(¥")
x(p) = k.
32NDT
k=1
p=¢
M(p) = M(p)

(5 w)= (@ )

33NDT

r=—1
p=—p
M(p) = M(—y)

(5 @)= (05 a0)

det M (p) = det (_‘lgz‘g) ;’Eg‘;)) = a(p)d(¢) — b(e)c(p) = det (Zgiﬁ)) ZE?)) = det M ().

34NDT
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35NDT Avec la propriété suivante des déterminants : VM, det(M 1) = (det M)~ on a :

M(—¢) = M~ (p)
det M (—¢) = det M~ 1(¢)

= [det M(p)] 7"
36NDT
M(p) = M(—¢)
det M (p) = det M(—¢).
De plus,
det M () = det M(¢p)
Donc,
det M () = det M (—¢)
=det M~ ()
= [det M(p)] ™!
= det M (p) = £1.
3TNDT
M(p) = M~ ().
38NDT
n (G L)
3INDT
(i wein) = (0 ao) (e )= ()
alp +¢") = a(p)a(e’) + blp)e(@).
4ONDT

!

a(¢")a(p) + b(¢")e(p)
b(p)e(@") = b(¢")e(p).

4INDT Si l'on effectue une dilatation de P’espace :

'\ _ [(a b t\ _ [at+ bhx
hax')  \c d) \hx)  \ct+dhx

t' = at + bhx
/ C
=~ t+dx.

x h —+ dx

Il faut donc que b — h~1b et ¢ — hc pour avoir les mémes équations.
42NDT h # 41 revient a changer 1’échelle d’espace, ce qui n’a pas d’intérét.

ANDT
M(p +¢") = M(p)M(¢")
(c(«: + ¢') ?) B (cé}) (1)) (c(i:’) (1)) B (C(w) : o(¢') (1))
el +¢') = cle) +c(¢).
HUNDT
(i') N c@) (1]) (i) B (C(@)i + x)
' =c(p)t+2
=Sc(p)=v et cfg) =1
45NDT a = 1

M(p+¢") = M(p)M(¢")

(1 b(¢+so’)) _ (1 b(so)) (1 b(s@’))
0 1 0 1 0 1
b(p +¢) =b(¥") +bly)
b(w) = Be.
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46NDT
M(p+¢") = M(p)M(¢")
L [M(p + )] = ~S [MEIM() + M(e) = (M)
o © 0
M'(p+¢") = M(p)M'(¢")
M () = M(¢)M'(0).

ATNDT a(—¢) = a(y) et d(—¢) = d(p), ces fonctions sont paires et leurs dérivées sont donc nulles en zéro.

BNDT M'(¢) = M(¢)M’(0), donc,
a b\ _fa b\ (0 B\ _(by aB
¢ d) \e d)\y 0) \dy cB)°

WONDT a’ = by donc @’ =y +by'. Or &/ =af et v = ¢’ (0) =0, donc a’’ = Bra.
S50NDT Sec. I : la paramétrisation additive est unique & une constante multiplicative prés.
51NDT En se rappelant que 8 est un scalaire tandis que v/ est une matrice 3 x 3 :
= Bya et a(—p) = a(p) donc a = Acosh(v/Byp). Avec (I111.2c), a(0) = 1 donc A =1 et a = cosh(v/By¢).

= aB = cosh(y/Byp)B donc b = r[mnh(\/_ap) + b1]B + ba. Avec (II1.2c), b(0) = 0 donc by = by =0 et b= 51nh(\/_<p)

¢ =dydoncc =dvy+dy.Ord =cBety = c”(O) = 0, donc ¢’ = ¢B~. De plus ¢(—p) = —c(¢), d’ou ¢ = Csinh(v/Byyp) et
¢! = Cv/Bycosh(v/Byp). Donc v =/ (0) = Cy/By et C = \/— Par conséquent ¢ = }37 sinh(v/By¢)7.

&' = cf = = sinh(vBTo)8 don d = 2 feosh(vFTp) + diln + da. Avec (IIL26) d(0) = 1, donc (1 + di)yf +da = 1, d'on
di=—1letdy = 1, et par conséquent d = ,Y[COSh(\/m(p) —1vB8+ 1.
o = (ST i N
(1/V/B7) sinh(vVBye)y 1+ 1/(B7)[cosh(vBye) —1]v8)

Avec By =1":

cosh(p) sinh(¢)B8
M =1 . .
CE vt
52NDT Avec By = —1
M(p) = ( cosh(ip) —isinh(ip)s ) o (COS((p) sin(p) )
—isinh(ip)y 1 — [cosh(ip) — 1]v8 sin(p)y 1 —[cos(p) —1]v8/ "
53NDT a” = Bya = 0. Donc o’ = Cst¢. D’aprés (IV.2) a/(0) = 0 donc a/(¢) = 0. Par conséquent a = C5t¢, et d’aprés (IT1.2¢)
a(0) =1, donc a(p) = 1.
b =aB =p="0(0)=C** Donc b= pp.
¢ =dydouc =dvy+dy =cBy=0,donc ¢/ = C3¢ = ¢/(0) = v, et donc ¢ = py.

d" =cf = pyB. Donc d = %ch'yﬁ + Cste. D’aprés (I11.2¢) d(0) =1 donc d =1+ %ch'yﬁ.
54NDT On effectue un changement de coordonnées spatiales du premier référentiel via la matrice T7—1 et on effectue le méme
changement de coordonnées spatiales pour le second référentiel :

G ) ()= (s ) ()
()= ) ol =) () =6 D el ) ()

((Coshgo (sinh )8 ) (1 0 ): ((coshgp (sinh )BT 1 )

Nous avons alors :

sinhp)y 14 (coshp —1)y3/) \0 T~1 sinh o)y [l 4 (cosh — 1)yB]T !
et
( cosh ¢ (sinh )BT 1 )
(sinh)y [L+ (coshp — 1)yBIT—!
1 0 cosh ¢ (sinh )BT 1 B cosh ¢ (sinh )BT 1
0 T) \T(sinhp)y T{[1+ (coshp—1)yB]T~1}) ~ \T(sinhe)y [1+ (coshep—1)]THBT~L)"
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