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Un théoréme simple et profond des mathématiques standard affirme ’exis-
tence, pour n’importe quel groupe différentiable & un parameétre, d’'un pa-
rameétre additif, tel que 'angle de rotation et le paramétre de rapidité pour
les transformations de Lorentz. L'importance de ce théoréme pour les ap-
plications de la théorie des groupes en physique est mise en évidence, et
une preuve élémentaire est donnée. Le théoréme est alors appliqué a la
construction des groupes relativistes possibles & partir de principes pre-

miers.

INTRODUCTION

La relativité restreinte est habituellement in-
troduite par les formules de transformation de
Lorentz

o r — vt

V1—v?
, t—vx
t =

exprimeées en terme de vitesse relative v de deux
référentiels (nos unités sont telles que ¢ = 1). Ces
formules, nous devons ’admettre, ne sont pas
trés élégantes et semblent souvent compliquées
pour un étudiant. Elles impliquent de nouvelles
et étranges propriétés de la vitesse : existence
d’une vitesse limite ¢, et la loi de composition
curieuse :

v1g = (v1 + v2) /(1 + v109). (.1)

Au niveau d’étude suivant, dans les cours mo-
dernes du moins, on présente a I’étudiant le pa-
ramétre de rapidité o défini par

(-2)
dans les termes duquel les formules de Lorentz
prennent la forme simple

2’ = cosh px — sinh ot
t' = cosh ¢t — sinh oz,

v = tanh ¢

et la loi de composition devient

P12 = P1 + P2.

L’additivité de la rapidité exhibe immédiate-
ment la propriété fondamentale du groupe des
transformations de Lorentz.

La rapidité n’est pas seulement un paramétre
pratique. Son introduction dans ’enseignement

de la relativité d’Einstein met en évidence la né-
cessité de remplacer la vitesse Galiléenne par
deux concepts séparés : la « vélocité », v, qui
exprime le taux de variation de la position avec
le temps, et la « rapidité », ¢, en tant que para-
métre (additif)! naturel du groupe. Insister sur
cette distinction aide a éliminer les difficultés.
Par exemple, les étudiants demandent souvent si
'existence d’une vitesse limite ¢ (pour les parti-
cules matérielles) n’implique pas 'existence d’un
« référentiel limite », qui contredirait le principe
de relativité. Ils se demandent aussi comment
le fait de considérer des vitesses plus grandes
que ¢ (pour des objets « immatériels », comme
les ombres ou les tachyons) peut étre consis-
tant avec la relativité d’Einstein. Ces pseudo-
paradoxes disparaissent lorsque 1’on réalise que
le paramétre intrinséque de la loi de groupe ex-
primant la transformation d’un référentiel a un
autre est la rapidité, qui n’a pas de limite et peut
augmenter indéfiniment, tandis qu’au contraire
il n’y a pas de rapidité, c’est-a-dire pas de chan-
gement de référentiel, associée aux vitesses su-
perluminiques®. Au dela de son utilité pédago-
gique, la rapidité est devenue ces derniéres an-
nées, un outil commun et efficace en physique
des particules.

Il semble utile, pour ces raisons, d’introduire
la rapidité le plus tot possible dans 1’enseigne-
ment de la relativité, plus précisément dés le dé-
but. Il n’y a aucune raison d’établir les expres-
sions des transformations de Lorentz en utilisant
la vitesse, et ensuite de « découvrir », les élé-
gantes propriétés de la rapidité comme si elles
résultaient d’une circonstance heureuse et im-
prévisible. En effet, il existe un profond, sinon



simple, théoréme mathématique qui établit par
avance la nécessité d’'un tel parameétre. Le thé-
oréme affirme 'existence d’'un parameétre addi-
tif pour tout groupe a un paramétre (différen-
tiable et connexe). Malheureusement, ce théo-
réme, malgré son importance et sa simplicité,
est habituellement introduit en connexion avec
I’étude générale des groupes de Lie et leurs al-
gebres, demandant des mathématiques assez ¢la-
borées, inadaptées aux besoins de la physique
élémentaire. Le sujet de cet article est de donner
une preuve simple de ce théoréme, de l'illustrer
par des exemples élémentaires, et de l'utiliser
comme base pour dériver la théorie de la rela-
tivité. Au dela de cette utilisation spécifique, les
considérations présentes peuvent aussi étre vues
comme une introduction a d’importantes idées
de la théorie des groupes qui joue un role essen-
tiel dans la physique théorique contemporaine.
L’article est organisé comme suit. Dans la Sec.
I, le théoréme est énoncé et prouvé. La Section II
est, dévolue a quelques exemples. La Section III
utilise le théoréme pour présenter une dérivation
de la théorie relativiste pour une dimension d’es-
pace, a partir de principes premiers, alternative
a une récente proposition. La nouvelle dérivation
permet une généralisation directe a trois dimen-
sions d’espace, qui est présentée en Sec. IV.

I THEOREME DU PARAMETRE AD-
DITIF

Considérons un « groupe a un parameétre »,
c’est-a-dire un groupe G dont les éléments sont
étiquetés par des nombres réels. En termes plus
rigoureux, le groupe G est supposé étre en bi-
jection avec un sous-ensemble connexe S de R,
ce qui signifie que ’ensemble des paramétres S
est simplement un morceau de la droite réelle,
fini ou non. Par exemple, S =| — 00, 40 si G
est le groupe des translations avec la longueur de
translation comme paramétre, et S =| — ¢, +¢[
si G est le groupe de Lorentz avec la vélocité
comme paramétre. On note g(z), = € S, I’élé-
ment générique de G. La structure de groupe
requiert, I’existence d’une loi de composition : le
produit ¢g(z)g(y) de deux éléments de G est un
élément de GG étiqueté par un parameétre qui est
une fonction de x et y, et qui sera noté x xy

9(7)g(y) = g(x *y).

On doit aussi identifier chaque élément de G
avec son paramétre x, en considérant le groupe
comme étant I'ensemble S doté de la loi de

composition *. Cette loi, bien siir, satisfait les
axiomes de groupe, c¢’est-a-dire

(1) associativité? :
(x*y)*z=uzx*(yx*2),

(2) existence d'un élément neutre’ e (iden-
tité) :

exTr=x*xe=u,

(3) existence d’un inverse® Z pour tout x :
T*T =T *T =e.

On suppose maintenant que la loi de composition
a la propriété d’étre réguliére. Plus précisément,
on demande que la fonction f, de multiplication
a gauche par z,

foly) Laxy, (I.1)

posséde une dérivée premiére, et que cette der-
niére difféere de zéro pour ’élément neutre

fa(e) #0.

En écrivant la propriété d’associativité de la
sorte’

(1.2)

fx*y('z) = fa [fy<z>]

et en differenciant par rapport a4 z au point
z=e, on a en prenant en compte’ f,(e) =y :

Fey(€) = fo(y) [ (€). (I.3)

La condition (I.2) implique par conséquent® que
fi(y) # 0 pour tout y € S, si bien que nous
avons9 fx(yl) 7é fx(yZ)a donc z x Y1 7& T * Y2
chaque fois que y; # yo. Pour cette raison, une
paramétrisation ayant les propriétés de régula-
rité (I1.1)-(1.2) ci-dessus, sera appelée une para-
métrisation « essentielle »'°.

Bien str, I'étiquetage du groupe est arbitraire.
Si I'on considére par exemple le groupe de Lo-
rentz, nous pouvons de facon équivalente carac-
tériser une transformation de Lorentz par sa vé-
locité v ou par sa rapidité ¢, ou par son « mo-
ment », v(1—v?)71/2 = sinh . Savoir s'il y a une
paramétrisation naturelle pour le groupe abs-
trait G est précisément la question que 'on se
pose ici. Un changement général de paramétri-
sation peut étre défini par une certaine fonction
différentiable \ telle que A~ existe aussi. Les élé-
ments du groupe sont maintenant étiquetés par
&= XMz), n= Ay), etc., et la loi de composition
est donnée par

gon = ANTHE) x A ()]
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Le théoreme du paramétre additif, que nous al-
lons démontrer, stipule en substance qu’il est
toujours possible de choisir convenablement A tel
que la loi o soit simplement I'addition ordinaire
des nombres réels; c’est & dire une fonction A
telle que

Mz xy) = Mz) + A(y). (L.4)

En dérivant (I.4) par rapport a y, nous obtenons
’équation suivante'? pour \ :

N(axy) - fily) = N(y), (L5)
et remarquons que l'identité (I.3) fournit direc-
tement une solution pour cette équation, soit'? :

N(w) = [fo(e)]

La fonction A définie par

Alz) = / e,

obéit donc a la propriété additive (I.4). La borne
inférieure e dans l'intégrale est bien sir dictée
par la condition A(e) = 0, conséquence immé-
diate de la loi d’addition™.

Cette paramétrisation est-elle unique 7 Appe-
lons &, n, ete. les paramétres additifs. Supposons
qu’il existe une autre paramétrisation additive
&', 1, ete., donnée en termes de la premiére par
une certaine fonction p : £ = p(§), elle doit obéir

al'f)

(L.6)

(€ +mn) = u(€) + p(n).

Il en résulte que p est une fonction linéaire

n(€) = k¢,

par conséquent la paramétrisation additive est
unique a une constante multiplicative prés. En
fait, cette constante peut étre incluse dans l'ex-
pression (I.6) sans altérer ses propriétés (1.4).

En conclusion, nous avons prouvé que sous
I’hypothése de la paramétrisation essentielle,
tout groupe unidimensionnel connexe et diffé-
rentiable est isomorphe au groupe additif des
nombres réels. En particulier ce résultat im-
plique que le groupe est abélien'®, ce qui est loin
d’étre évident a priori'”.

Il existe des groupes importants sans paramé-
trisation essentielle différentiable. Le groupe des
rotations dans le plan en est un exemple ; on peut
choisir un paramétre additif, ’angle, mais soit
'on restreint ses valeurs a [0,27] et 1'on perd
la différentiabilité, soit 1’on prend ’ensemble des
nombres réels et 'on perd l'unicité de la para-
métrisation. Cependant, quand la paramétrisa-
tion n’est pas essentielle mais que f/(e) différe

de zéro dans un voisinage de I'identité, 1'isomor-
phisme existe dans un tel voisinage. Le résultat
général, que nous n’allons pas prouver, dit que
tout groupe unidimensionnel connexe et différen-
tiable est isomorphe soit & R (la droite réelle)
soit & T = R/Z (le cercle, comme par exemple
le groupe des rotations planes). On peut méme
abandonner I’hypothése de différentiabilité et
garder seulement une mesurabilité locale de la
fonction f,. Un beau contre-exemple, qui montre
les limites du théoréme est le suivant. Considé-
rons un groupe a deux paramétres, pas nécessai-
rement abélien, par exemple le groupe unidimen-
sionnel des translations - dilatations. Puisque
R? a la méme cardinalité que R, nous pouvons
toujours remplacer les deux parameétres réels du
groupe par un seul en utilisant une bijection
(comme cette vieille astuce qui consiste a com-
biner deux nombres réels sous leur forme déci-
male en écrivant un seul nombre dont les chiffres
pairs et impairs sont ceux des deux nombres). Le
groupe est alors un groupe a « un parameétre »,
(sans signification physique, bien sir). Cepen-
dant, comme aucune fonction bijective R? ++ R
ne peut étre mesurable, les conditions du théo-
réme ne peuvent étre remplies, et au total il n’y
a pas de paramétre additif, et heureusement, car
le groupe n’est pas abélien!

IT QUELQUES EXEMPLES

A. Considérons le groupe multiplicatif R* des
nombres réels (positifs). Nous avons'®

file) =t.

Le paramétre additif, dont ’existence est garan-
tie par le théoréme, est donné explicitement par
la formule (1.6) :

f$(y):xya e=1,

Az) = / tldt = Inw.
1

Bien siir, ce n’est rien d’autre que la définition
de la fonction logarithme népérien, dont la prin-
cipale propriété est de réaliser 1'isomorphisme
du groupe multiplicatif des nombres réels posi-
tifs avec le groupe additif des nombres réels.

B. Les matrices 2 x 2 réelles symétriques et
unimodulaires’® forment un groupe; ’élément
générique peut s’écrire :

M:(a b), ad—v=1 a>1l.
b a
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Prenons b comme paramétre du groupe, avec
a = (14 b*)2, 1a loi de groupe s’écrit*

bt = (14 b)Y 4+ b(1 4 b'*)V2.
On a?!
foly) = (U4 2°) Py + 2(1 +y%)'/,
e=0, flle)= 1+t

Un paramétre additif existe et est donné par

b
o(b) = / (1+t3)"Y2dt = argsinhb.  (I1.1)
0

Nous avons alors

b =sinhp, a = cosh,

si bien que les éléments du groupe s’écrivent
coshp sinhg

M) = (sinh@ cosh <p) '

Ce groupe abstrait peut étre considéré comme

étant le groupe de Lorentz a une dimension d’es-

pace, ¢ étant maintenant la rapidité; nous exa-

minerons ce groupe d’un point de vue plus phy-
sique dans la section suivante?2.

Il existe une autre facon de dériver ’expression

(I1.2), en évitant pour les étudiants I'intégration

(IT.1). II suffit de supposer I'existence d’un para-

métre additif ¢ et d’exprimer la loi de groupe a
partir de ce paramétre :

M(p)M(¢') = M (o +¢').

(IL.2)

Cette équation matricielle donne?
{a(w +¢) = alp)a(@) + b(e)b(¢')
b(e +¢') = b(p)aly’) + al@)b(¢).
Définissons
{u(sO) = a(p) +b(¢)
v(p) = alp) — b(e).

Ces fonctions obéissent alors a%* :

{U(w +¢) = ulp)u(y)
v(e +¢') = v(p)o(¥)
si bien que ce sont des fonctions exponentielles.
La condition d’unimodularité a? — b? = 1 s’écrit
u(p)o(p) =1,
donc u et v sont des exponentielles inverses :
{u(w) = exp(kyp)
v(p) = exp(—k)
qui donne & son tour
a(p) = cosh(ky)
{b(w) = sinh(ke)

en accord, bien sir, avec (I1.2) (au facteur
constant autorisé k pres).

C. Les matrices 2 x 2 réelles antisymétriques

unimodulaires
R= (Z _b), A2+ =1
a

forment aussi un groupe, le groupe des rotations
planes. Mais, a cause de 'ambiguité de signe,
a = +(1 — b*)'/2, la paramétrisation par b n’est
pas essentielle. Cependant, dans un voisinage de
'identité (caractérisé par b =0, a = 1), la loi de
groupe donne?

bxb = (1—0)Y20 4+ b1 — )12,

— ) Py + z(1 - )2,
file) = (1 —*)'?

(il est clair que pour t = 1, f/(e) = 0)*".
Le parameétre additif est donné par

b
0(b) = / (1 —t%)~Y24dt = arcsin b.
0

Nous avons donc

b=sinf, a = cosb,
et
cos —sinf
M(9) = (sin@ cos 6 ) ’

si bien que le groupe s’identifie au groupe des ro-
tations dans le plan, en accord avec le théoréme
général.

On peut aussi postuler I'existence de 6 et déri-
ver toutes les propriétés connues des fonctions a
(cosinus) et b (sinus) de la loi de groupe satisfaite
par les matrices M.

ITT GROUPES RELATIVISTES EN UNE
DIMENSION D’ESPACE

Nous allons maintenant utiliser le théoréme du
paramétre additif pour établir la théorie de la
relativité a partir de principes premiers. La dis-
cussion est ici limitée a une dimension d’espace;
la Sec. IV la généralisera a trois dimensions
d’espace. Nous cherchons des transformations
d’espace-temps qui connectent deux référentiels
inertiels, satisfaisant les conditions suivantes :
(i) elles préservent I'homogénéité de l'espace-
temps; (ii) elles forment un groupe; (iii) elles
sont compatibles avec la réflexion d’espace; et
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(iv) elles permettent une certaine notion de cau-
salité. I a déja été montré ailleurs®® que ces hy-
pothéses sont suffisantes pour dériver les trans-
formations de Lorentz (et leurs cousines dégéné-
rées, les transformations de Galilée). En particu-
lier, il n’y a pas besoin d'un postulat concernant
la constance de la vitesse de la lumiére. Le lec-
teur pourra se référer & un précédent travail pour
une discussion sur la signification physique des
nouveaux postulats®.
La condition d’homogénéité (i) est équivalente

a la linéarité des transformations dans I’espace-
temps. Nous pouvons donc écrire ces transfor-
mations sous forme matricielle

t

~ ) (1)
(I

()= (2 o ()
I1.1)

oll nous supposons que les transformations dé-
pendent d’un seul paramétre (voir une discus-
sion a ce propos dans le premier article Réf. 28)
que I'on choisit additif en accord avec le théoré-
me fondamental, si bien que les matrices M (y)
obéissent, 42

(I11.2a)
(I11.2b)

M(0) = 1I. (I11.2¢)

Si 'on change la direction des axes d’espace, la
transformation étiquetée par ¢ est alors repré-

sentée par la matrice
—b(w)) .
d(e)

ooy — o)

o) = (48}
Cet ensemble de matrices forme bien entendu un
groupe isomorphe au groupe original. La condi-
tion de symétrie par réflexion d’espace nécessite
maintenant que les deux groupes soient iden-
tiques (et pas seulement isomorphes); a savoir,
il doit exister un parameétre ¢ dépendant de ¢,
tel que

(IT1.3)

avec

Autrement dit,

M(p) = M[x(¢)]-

Puisque ¢ est un paramétre additif pour le
groupe des matrices M, il est clair que y doit étre

(I11.4)

une fonction additive de . En effet, de (IIL.4)
on déduit

~ ~ ~

Mx(p +¢")] = M(p+¢') = M(p)M(¢)
= Mx(p)]M[x(¢")]
= M[x(¢) +x(#)].
Il en résulte que!
b = K. (ITL.5)

Si 'on change maintenant deux fois 1’orienta-
tion des axes d’espace, nous devons retrouver la

paramétrisation originale, si bien que x?> = 1.
Le cas kK = 1 est trivial, puisque l'’équation
M(p) = M(p) méne a** b = ¢ = 0, autrement

dit aucune relation entre espace et temps. Il reste
la condition

N(p) = M(—p) (= M~(p) (ITL2b)). (TIL6)

Cette relation donne avec (II1.3) les propriétés
de parité des fonctions®® a, b, ¢, et d :

a(=p) =alp)  bl=p)=-blp) (L7
o(=p) = —clp)  d(=p) =d(p). (LY
Avec les égalités™ det M(¢) = det M(g) et®
det M (—p) = [det M(p)]™1, cette relation méne

aussi a la propriété d’unimodularité des ma-
trices® M/

det M(p) = 1. (I11.9)
Par conséquent, (IT1.6) devient®’
a(p)  =ble)) _ (dlp)  —blp)
(—0(90) d(p) ) B (—C(w) a(p) ) '
(I11.10)
De (II1.10)** nous inférons
a=d, a®—bc=1. (IT1.11)

Considérons maintenant la loi de multiplication
(IIL.2a). Nous pouvons en particulier écrire®®

a(p + ¢) = a(p)a(¢) + b(p)c(y').
Puisque cette loi est commutative, nous devons
avoir 1'égalité??

b(p)c(¢’) = b(¢")e(p)

autrement dit

cle) _ely) _

b(e)  b(¢') ’
si bien que b et ¢ sont deux fonctions propor-
tionnelles, & moins que I'une ne soit nulle. La
constant de proportionnalité peut étre ajustée a
1 ou —1. En effet, changer I’échelle d’espace d'un
facteur h :

C<(10,> o Cste

r — hx,

American J. of Physics, Vol. 47, No. 12, December 1979 5



correspond d’aprés (IT1.1) aux transformations

suivantes des fonctions b et ¢ et de leur quotient®!
c c
b— h7'b, ¢ — he, ;= hQE.

Par conséquent*?, on distingue quatre cas
)

(D) b = c: Les matrices M sont des matrices uni-
modulaires du type

On retrouve le groupe de Lorentz (voir Sec. 1T
B)

(2) b= —c: Les matrices M sont des matrices
unimodulaires du type

[ aly) bly)
M(e) = (—b@o) a(@)) '

Le groupe (voir Sec. II C) est un groupe de
rotation. . . dans 'espace-temps !
(3) b=0: La propriété de modularité (IT1.11)
implique @ = 1. Les matrices M sont du type

La loi de groupe donne®

c(p+¢') = clp) +c(¢')

ou

c(p) = vp.

Le groupe correspondant est le groupe de Galilée
avec un paramétre sans dimension ¢ (et v une
unité arbitraire de vitesse)**.

(4) ¢=0: En procédant comme dans (3) nous

obtenons®
_ (1 By

qui est la définition du groupe de Carroll.

Nous introduisons maintenant la condition de
causalité?® selon laquelle il existe certaines paires
d’événements tels que leur intervalle de temps
At garde le méme signe dans tous les référen-
tiels, c’est-a-dire, restent invariant par les trans-
formations quelle que soit ¢. Cette condition suf-
fit a rejeter les cas (2) et (4). Les groupes de Lo-
rentz et de Galilée restent alors les seuls groupes
physiques de la relativité possibles dans I’espace-
temps.

IV GROUPES RELATIVISTES
TROIS DIMENSIONS D’ESPACE

EN

Le théoréme du paramétre additif permet une
généralisation facile & trois dimensions d’espace
de la dérivation précédente. Nous écrivons la
transformation d’espace de la sorte

(e) = (9 42) () - ()

ol a, b, ¢, d sont maintenant, respectivement,
des matrices 1 x 1, 1 x 3, 3 x 1 et 3 x 3. Toutes
les expressions de la Sec. IIT jusqu’a (II1.9) res-
tent alors valides. Cependant, la dérivation algé-
brique précédente, qui ne nécessite pas de tech-
nique de différentiation, devient lourde en trois
dimensions d’espace et nous préférons une ap-
proche infinitésimale, qui est en effet plus proche
des méthodes avancées reposant sur les algébres
de Lie (cette méthode, bien sir, marche aussi
dans le cas précédent a une dimension).

Considérons la loi multiplicative (IIT.2a). En
dérivant par rapport a ¢’ et en posant ¢’ = 0,
nous obtenons I’égalité suivante?®

M'(p) = M(p)M'(0), (IV.1)
ou la matrice dérivée est
oy (d(e) V()
Mie) = (C’(e@) d’(@)) |

Pour ¢ = 0, d’apres (I11.7), nous voyons que

wo = (3 7).

o (IV.2)

ou

p=1(0), v=d(0)
(n’oublions pas que [3 et v sont des matrices 1x 3
et 3 x 1, c’est-a-dire, des vecteurs « ligne », et
« colonne », respectivement). La relation (IV.1)

donne maintenant un ensemble d’équations dif-
férentielles*®

b =ap
d =cf

a' = by,
¢ =dy,
dont on déduit 'équation?’
a’ = Bya.

(B~ est le produit scalaire des vecteurs (3 et v.)
La fonction a est par conséquent de type expo-
nentiel. La solution spécifique a sélectionner est
dictée par la propriété de parité (IIL1.7) et par
la condition initiale (IT1.2¢c). Un argument simi-
laire s’applique au calcul de b, ¢, d. La nature
des solutions dépend du signe de (v, ou de sa
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nullité. Puisque un changement d’échelle dans le
paramétre additif*® multiplie 3y par un nombre
positif, nous sommes amené a considérer les cas
suivants :

(D) By = 1. Nous obtenons™

~( coshgp (sinh )B
M{e) = ((sinh )y 1+ (coshep — 1)75) '
(IV.3)

(@) py = —1. Il suffit de remplacer ci-dessus les
fonctions hyperboliques par les fonctions ordi-
naires sinus et cosinus®?.

®3) By = 0. L’intégration donne

_ (! 2
M) = (W L+ 590276) '

La condition de causalité élimine maintenant le
cas (2) et impose 3 = 0 dans le cas (3). Il nous
reste deux cas seulement :

@) B =0, qui donne les transformations de Ga-
lilée en trois dimensions

M(p) = (;7 (1)) ,

ot le vecteur v définit la direction de la trans-
formation Galiléenne.

() cas (1). Pour écrire la matrice (IV.3) sous une
forme plus familiaire, effectuons un changement
arbitraire de coordonnées d’espace par une ma-
trice T

La matrice de transformation M devient® :

(é g) M(p) ((1) TOI)

[ coshp (sinh )BT

~ \(sinh )Ty [1+ (coshp — 1)|TvBT' )"
Il est facile de voir qu’il existe toujours une ma-
trice T telle que BT~! soit la transposée de la
matrice T. Avec des unités convenables nous
obtenons®”

_( cosh (sinh p)n’
M(p) = ((sinh (p();n [1 + (cosh ;0— 1)]nnt) ;

qui est une expression standard pour les trans-
formations de Lorentz avec la rapidité ¢, dans
la direction du vecteur unité n.

La question peut se poser de savoir pourquoi
nous n’avons trouvé que de véritables transfor-
mations (Lorentz et Galilée) comme transfor-
mations possibles entre référentiels. En effet, il
est clair que les transformations purement spa-
ciales, a savoir les rotations en trois dimensions
d’espace, existent aussi, et devraient apparaitre
dans notre dérivation des groupes relativistes.
La réponse se trouve dans la suppression, suite
a I’équation (IIL.5), de la solution x = 1.
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1. Voir, par exemple, J.-M. Lévy-Leblond, Riv. Nuovo Cimento 7, 187 (1977) et J.-M. Lévy-Leblond (publication
a venir).

2. Quand v > 1, la formule (.2) donne une valeur complexe et par conséquent indéterminée de . Une autre fagon
de comprendre la restriction v < 1 des vitesses des référentiels, sans invoquer I'appartenance aux réels de ¢, est de
remarquer que la loi d’addition (.1) est une loi de groupe seulement si les v sont inférieures & un. L’importance des
hypotheéses de la loi de groupe sera développée dans la Sec. III.

3. NDT
[9(z)g(y)]g(2) = g(x)[g(y)g(2)]
g(x*y)g(z) = g(z)g(y * 2)
gl(x *y) * 2] = gl * (y * 2)]
4. NDT
g(e)g(x) = g(x)g(e) = g(x)
glexx) =g(xxe)=g(x)
5. NDT
9(7)g(z) = g(Z)g(x) = g(e)
gz xx) =g(x*x)=g(e)
6. NDT
Josy(z) = (xxy)x 2 =x % (y * 2)
felfy(2)] = fa(y x 2) = 2% (y * 2).
7. NDT
Fosy(2) = {falfy (DN} = F2lfy(2)1£,(2)
eey(€) = Folfy(@)]fy(e) = frly) fy(e)
8. NDT

Va, fi(e) #0 =Yy, f(e)#0
V(E, f;(e) #O:Vm,y, f;*y(e) # 0
fry(e) #0et fi(e) #0= fi(y) #0.

9. NDT Lorsque la dérivée est non nulle, les points d’abscisses différentes ne peuvent, avoir méme ordonnée.
10. NDT Les propriétés « abstraites » (I.1) et (I.2) permettent d’avoir une loi de composition réguliére :

Y1 F# Y2 = VI, Ty # T * Yo.
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11. NDT

x = Ax)
y = Ay)
xxy — ANz *y).

La nouvelle loi de composition o est telle que :
Az *xy) = Ax)oA(y).
On pose A(z) =& et AM(y) =n:

MATHA@)] * AT AT} = Az)oA(y)
MATHE) + AT ()} = €on.

12. NDT Le prime désignant la dérivation par rapport a y :

Az *y)] = N(z) + N (y)
A(fa(y)] = N(y)
NfeW)] - f2(y) = X (y)
Nz xy) - fo(y) =N (y).

13. NDT

Frey(e) = f2(m) f(€)
[frwy @17 o) = [f ()]

On retrouve (I.5) si 'on pose X (z *y) = f...(e)~ ! et N(y) = f/(e)~ !, autrement dit si N (z) = f.(e)~ .
14. NDT

Az xy) = A(x) + Ay)

Az xe) = Nax) + A(e)
A(@) = Az) + Ale)
Ae) = 0.

15. NDT Dans (I.4) A devient p et * devient + car les parameétres &, 7, etc. sont additifs.

16. NDT Car le groupe additif (R, +) est commutatif.

17. Notons aussi que l'existence d’un inverse n’a pas été utilisée dans la démonstration. Par conséquent, un
semi-groupe différentiable et connexe est isomorphe au semi-groupe additif des nombres réels positifs.

18. NDT

Jily) =t xy
()=t
ie)=t
19. NDT
det(M) = +£1.
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20. NDT

Mb)YM (V') = M(bxb')

<u+ww2 b >

Y (1 +b/2)1/2
(1+b2)1/2 b . (1+b2)1/2b/+b(1+b/2)1/2 B [1+(b*b/)2]1/2
b (1+b*)/2 : - b b
b x b/ _ (1 + b2)1/2b/ +b(1 + b/2)1/2.
21. NDT

bxe= (14024 b(1+e?)/?

=bssie=0.
/2 .

22. NDT Si I'on prend a comme paramétre du groupe alors b = (a? — 1)

M(a)M(a') = M(axa)

(T
@ (@ =DV fad + (@ — D)2 ard
( e TR K

(a? —1)1/2 a “ \[laxa")? —1]1/?

axa =ad + (a®—1)Y?(a? - 1)V

On a

Faly) = ay + (@ =DV (" )2
fily) =ty + (2 = 1)V2(y* — 1)1/?
Flly) =t+ (2 —D)Y22 — 1) V2

axe=ae+ (a> —1)Y2(e? - 1)Y/2

=a sste=1.

On a alors f/(e) =t + (> — 1)'/2(1 — 1)~/2 qui donne une division par zéro.
23. NDT

M(e)M (') = M(p +¢')

bl +¢') = b(p)a(@’) + alp)b(¢)-
American J. of Physics, Vol. 47, No. 12, December 1979
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24. NDT

u(p+¢') =alp+¢') +b(p+¢)
= a(p)a(y’) +b()b(¢") + b(p)ale) + al(e)b(¥’)
a() + b(p)][al¢’) + b(¢")]
= u(p)u(y’)
v(p+¢') =alp+¢') —ble+¢)
= a(p)a(¢’) +b()b(¢") — blp)a(y) — alp)b(¢’)
= [a(p) — b(p)][al¢’) — b(¥")]

25. NDT
RMO)R(V) = R(bx V)
:l:(l o b/2)1/2 —
( 4 :l:(l _ b/?)l/?)
+(1 —bp?)1/? —b CFA =)V F (1 -0V (£ - (b )2 —(bxb)
( b i(1b2)1/2) ( : ) B ( bxb' +[1 - (b*b’)2]1/2)

a =1 donc a > 0, on conserve le signe + :

bx b = (1—b>)Y20 +b(1 — )2

26. NDT

bxe=(1—b>)"2e+b(1—e)/?

=bssie=0

fly) = (L= 2) 2y 11— y?)1/?
Fly) = (=12 1 4(1 =)~y
flle) = (1 — %)Y/,

27. NDT En désaccord avec la condition (I.2).
28. J.-M. Lévy-Leblond, Am. J. Phys. 44, 271 (1976), A. R. Lee et T. M. Kalotas, Am. J. Phys. 43, 434 (1975),
et des références additionnelles dans ces articles.

29. NDT
M(p+¢') = M(e)M(y")
M0+ ") = M(0)M(¢")
M(¢") = M(0)M(¢')
= M(0)=1.

= M(—¢) = M~ (¢).
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30. NDT J.-M. Lévy-Leblond, Am. J. Phys. 44, 271 (1976), de I’équation (10) & (12).
31. NDT

Mx(¢ +¢")] = Mx(p) + x(¢")]
x(p +¢') = x(e) +x(¥")
X(p) = k.
32. NDT
k=1
p=9
M(p) = M(p)
a(p)  —ble)\ _ (ale) bly)
(-0( ) d(p) ) B (C(@ d(@))
—b(p) = b(p) = b(p) =
—c(p) =c(p) = c(p) =0
33. NDT
k=-—1
p=—p
M(p) = M(—¢)
a(p)  —=blp)\ _ (al=¢p) b(—y)
(—0(90) d( )) B (C(—w) d(—s@))
34. NDT

35. NDT Avec la propriété suivante des déterminants : VM, det(M ') = (det M)~! on a:

det M (—¢p) = det M~ (¢)
— [det M)

36. NDT

M(p) = M(~y)
det M () = det M (—¢).
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De plus,

det M () = det M ()

Donc,
det M (p) = det M(—¢)
=det M~ ()
= [det M(p)] "
= det M(p) = +1.
37. NDT
M(p) =M~ (p)
38. NDT
a(p) b(@)\ _ 2y
w (D )=~
39. NDT
(a(saﬂﬁ’) b(sﬂﬂﬁ’)) _ (aly) b(sﬂ)) a(y’) b(@’)) _
clp+¢) dle+¢) c(p) dlp)) \cl¢') d¢)
alp +¢') = a(p)a(¢’) +b(p)c(¥’)
40. NDT
M(p+¢') = M(¢' + )
alp+¢') =al¢’ +¢)
a(p)a(e’) +b(p)e(¢’) = a(y)a(p) +b(¢')c(p)
b(p)e(¢’) = b(¢)elp)

41. NDT Si l'on effectue une dilatation de I’espace :

'\ _ [a b t\  [at+bhx
hx')]  \e¢ d) \hx) \ct+dhx

t' = at + bhx
x':%t—i—da).

11 faut donc que b — h~'b et ¢ — hc pour avoir les mémes équations.
42. NDT h # +1 revient a changer 1’échelle d’espace, ce qui n’a pas d’intérét.
43. NDT

M(p+¢') = M(p)M(¢')

<C(<P-1HP') ?)(cé@) (1)> <c<slo'> (1))<c<so>+1c<so'>

c(p+¢') = clp) +c(¢).
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44. NDT

G?Z(JQ?)G):Cwﬁ+J

~ )t +a
=clp)=v et c() =1

45. NDT a =1
M(p +¢") = M(p)M(¢')
1 blp+ 10 1 by 1 b(¢)+0b
<o (501 w)) - (f)) <0 (510)) _ <o (@)1 (<P>>
bl +¢') = b(¥) + b(y)
b() = B
46. NDT
M(p +¢') = M(p)M(¢")
Mo+ 9] = MM + M) M)
M'(p+¢') = M(e)M'(¢)
M'(p) = M(p)M'(0)
47. NDT a(—¢) = (—p) = d(y), ces fonctions sont paires et leurs dérivées sont donc nulles en zéro.

(p) et
48. NDT M'(g) = M ()M’ (0), donc,
(@ a)=C 90 0= %)

49. NDT o’ = by donc a” =V/v+by. Or &/ =aff et v/ = ¢”(0) =0, donc a”” = Bya.
50. NDT Sec. I : la paramétrisation additive est unique & une constante multiplicative prés.
51. NDT En se rappelant que 57 est un scalaire tandis que 3 est une matrice 3 x 3 :
a" = Bya et a(—p) = a(p) donc a = Acosh(y/Byp). Avec (IIL.2¢), a(0) = 1 donc A = 1 et a = cosh(v/Byyp).

b = aB = cosh(y/Byp)B donc b = %/ﬂ?[sinh(\/ﬁ_w) + b1]B + be. Avec (I11.2¢), b(0) = 0 donc by = by = 0 et
b= L siuh(vFo)

¢ =dydonc ¢ =dvy+dy. Ord = cf ety = "0) =0, donc " = ¢fv. De plus c(—¢) = —c(p),
d’ott ¢ = Csinh(yv/Byye) et ¢ = Cv/Bycosh(v/Bye). Donc v = (0) = CV/pBy et C = # Par conséquent
= &= sinh(v/Bye)y
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e

d = cB L_sinh(yv/Bye)yB d'ot d = ﬁl[cosh(\/ﬁmp) + d1]vB + da. Avec (I11.2¢) d(0) = 1, donc %(1 +

Y Y

di)yB8+de =1, d’ot d; = —1 et da = 1, et par conséquent d = ﬁ—l,y[cosh(\/mgo) —1]v6+ 1.
o) = (2T QT )
(1/v/B7) sinh(v/Byg)y 1+ 1/(B7)[cosh(vBrye) —1]vB)

Avec By =1:

[ cosh(yp) sinh(p) 3
M(p) = (sinh(go)v 1+ [cosh(p) — 1]76> .

52. NDT Avec gy =—1:

_ cosh(iyp) —isinh(ip)g [ cos(p) sin(¢) S
M) = (isinh(iw)v 1 — [cosh(ip) — 1]75) a (Sin(w)v 1 —[eos(p) — 1]75) '

53. NDT a” = Bvya = 0. Donc o’ = C¥. D’apres (IV.2) a/(0) = 0 donc a/(¢) = 0. Par conséquent a = C5%¢, et
d’aprés (III.2c) a(0) = 1, donc a(p) = 1.

b =aB = p="0(0)=C5% Donc b= pj.
d =dydou " =dvy+dy =cpy=0,donc ¢/ =C =/ (0) =, et donc ¢ = py.
d' = cB = ¢yB. Donc d = 3p*yB + C*°. D’aprés (I11.2¢) d(0) =1 donc d = 1 + 1p%4p.

54. NDT On effectue un changement de coordonnées spatiales du premier référentiel via la matrice 7! et on
effectue le méme changement de coordonnées spatiales pour le second référentiel :

¢ 2 (E)moe ) ()
)= ) o0 2) (96 Do ()
Nous avons alors :

( cosh ¢ (sinh )8 ) (1 0 ) < cosh ¢ (sinh )BT~ >

(sinh)y 14 (coshp —1)y8)\0 T7! (sinhp)y [l + (coshg — 1)yB]T !
et
cosh ¢ (sinh )BT 1
(sinhp)y [1 + (coshg — 1)yB]T!
1 0 cosh ¢ (sinh )BT 1 B cosh ¢ (sinh )BT 1
0 T) \T(sinhp)y T{[1+ (coshep —1)y8]T~1}) ~ \T(sinhp)y [1+ (coshe —1)]TyBT~)"

55. NDT Nous avons T'[(y8)T ] = (Ty)(BT 1), ott B est une matrice 1 x 3 quelconque et vy est une matrice 3 x 1
quelconque. Nous pouvons toujours trouver 7 une matrice 3 x 3 telle que ST~ = (T'y)*. 1l suffit de résoudre :
-1 t

T Tie Tis T Tz Tis 71
(Br B2 B3) [To1 Too Tos = ||To1 Toa Toz | |72
T31 T3z 133 T31 T3z 133 V3
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