ESPACES TANGENTS ET OSCULATEURS

OLIVIER CASTERA

RESUME. Deux espaces dont les métriques ont mémes coefficients en un point sont dits tangents
en ce point. Deux espaces dont les métriques ont mémes coefficients en un point et mémes
dérivées de ces coefficients sont dits osculateurs en ce point. Cette notion ne s’applique pas aux
espaces euclidiens (dont la droite et le plan sont des exemples). Ils peuvent étre tangents mais
ne peuvent pas étre osculateurs.
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1 EN DEUX DIMENSIONS

1.1 Droite tangente

Exemple 1.1. Soit (0, z,y) un repére cartésien de ’espace euclidien de dimension deuz (le plan
euclidien). Le carré de l’élément de longueur s’écrit ds* = dz* + dy?. On considére la parabole
d’équation y = x*. En différentiant :

dy = 2xdx
Si l’élément de longueur appartient a la parabole :
ds® = da® + dy?
= da? + 42*dx®
= (4;1:2 + 1) da?
Le tenseur métrique de la parabole n’a qu’un élément :
Goz = 427 + 1

On note que c’est également le tenseur métrique de la parabole d’équationy = —x%. On considére
la droite d’équation y = ax + b (espace euclidien de dimension un). En différentiant :

dy = adx
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Si l’élément de longueur appartient da la droite :
ds? = da® + dy?
= do* + a*da®
= (a2 + 1) da?
Le tenseur métrique de la droite n’a qu’un élément :
Gre = a* + 1

Si en un point M (xg,yo) appartenant a deux courbes les métriques sont égales alors les courbes
sont tangentes en ce point. Les droites tangentes en M(xo,yo) d la parabole sont telles que les
métriques sont égales en ce point :

a?+1=4r2+1
a:iQSUO

On conserve le signe positif car le signe négatif correspond aux droites tangentes da la parabole
d’équation y = —x?% :

a = 2xg
Le point M (xg,yo) appartient a la parabole, yo = 2, et a la droite yo = axg +b :
b= yo — axgy
= x% — 21‘3
= —x]
L’équation de la tangente en M (xo,yo) d la parabole s’écrit :
y = 2wor — 7
Par exemple au point (1,1) de la parabole :
y=2zx—1

Si l’on tente de chercher la droite osculatrice a la parabole on obtient,

by (0 1)

da® + 1)

Zo

xo:a_;p(
O:8l‘0

SL’Q:O

ce qui n'a pas de sens.

1.2 Cercles tangents

Exemple 1.2. On considére le cercle de centre (x.,y.) et de rayon r, d’équation :

(l‘ - xc)z + (y - yc)2 = T2

En différentiant :
2(x —x.)dx+2(y—y.)dy =0

dy = M dr
Y=Y
ayt = T gy
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Si l’élément de longueur appartient au cercle :

ds? = da® + dy?

2 (z — xc)z 2
S (y - yc>2 !
_ (z — xC)Q ] 2

[(y - yc)2 +1 !

Le tenseur métrique du cercle n’a qu’un élément :

B (x — )
Jzz = (y — yc)Q +1
— (SL’ B xc>2 + (y B yc)2
(y - yc)2

Au point de tangence M(xo,yo) les métriques sont égales :

2
('TO xC)Q + 1
(yO - yc)
4378 (Yo — yc)2 = (x — SCc)2

(Yo — ye)” = <x° — xc>2

4x(2)+1:

QI‘O
Ty — T
Yo — Ye = + ’
2[L‘0
Lo — T
Ye = Yo +
233‘0

On conserve le signe positif car le signe négatif correspond aux cercles tangents a la parabole
d’équation y = —x>

(1)

Cherchons si le fait que le point M appartienne auzx deux courbes apporte une nouvelle équation.
Reprenons le calcul en utilisant le rayon :

T2

4oy +1 =

r2 — (zg — xc)2

4adr® — (43:(2) + 1) (20 —2.)° =0

422 +1

2 0 2

e = 122 (rg — xc)
VAxd + 1

r=4¥ 21" (2o — xc)

233‘0
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Le point M(xo,yo) appartient a la parabole et au cercle :

(w0 — )” + (yo — ye)” = 1

Nous retrouvons ’équation (1). Nous n’avons donc qu’une seule équation pour les deuz incon-
nues T, y.. Alors qu’il n’existe qu’une droite tangente en un point quelconque de la parabole, il
existe une infinité de cercles tangents en chaque point M(xo,yo) de la parabole. Les centres de
ces cercles constituent la droite perpendiculaire a la parabole au point considéré. Par exemple

au point (1,1) de la parabole,

5 11—z
r:ig(l—xc) et Ye =1+ 2:1:

Si l'on prend . = —1,

T:\/g et Ye =2

1.3 Cercle osculateur

Yy
y=x
Un cercle
tangent —+
en M
-+ La tangente en M
Le cercle
osculateur -T M
en M
— N —
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Exemple 1.3. On considére le cercle de centre (z.,y.) et de rayon r, d’équation :
2 2 2
(l‘—ZL‘C) +(y_yc) =T

osculateur a la parabole d’équation y = x®. Nous avons alors toujours [’égalité des métriques
au point M(xo,yo) qui donne,

(Yo — ye)* = (xo — xc)Q

2.1’0

Le cercle étant osculateur a la parabole, nous avons aussi l’égalité des dérivées des métriques
au point M(xo,yo) :

0 9 [(x—x.)”

— (42* +1)] = —|—+1
61’( o )xo O [(y_yc)2+ 110
8%:2(3:0—:50)

(?/0‘%)2
(?/o—yc)Q_xO_xc

Si bien que,

Par exzemple au point (1,1) le centre du cercle osculateur a pour coordonnées (0;1,5) et pour
rayon :

r? = (20 — xc)” + (3o — ¥e)’
5
:12+(1—1,5)2:Z

r=-~"x~1,118

| S

2 EN TROIS DIMENSIONS

2.1 Plan tangent

Exemple 2.1. Soit (0,x,y, z) un repére cartésien de l’espace euclidien de dimension trois. Le
carré de l’élément de longueur s’écrit ds* = dz* + dy? + dz%. On considére le paraboloide de
révolution d’équation z = x* + y%. En différentiant :

dz = 2xdx + 2ydy
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Si l’élément de longueur appartient au paraboloide de révolution :
ds® = da® + dy® + d2*
= da? + dy? + 42°d2® + 4yPdy® + Szydxdy
= <4x2 + 1) dz? + <4y2 + 1) dy? + Sxydxdy
Le tenseur métrique du paraboloide de révolution a pour éléments :
Goz = 42° +1
Gyy = 4y* +1
Yoy = Yya = 42y

On note que c’est également le tenseur métrique du paraboloide de révolution d’équation z =

—x? —y%. On considére le plan euclidien d’équation ax + by + cz +d = 0 (espace euclidien de

dimension deux). En différentiant :
adx + bdy + cdz =0
Si l’élément de longueur appartient au plan :
ds? = da® + dy? + d2*
= da® + dy? + 0_12 (—adx — bdy)?
= (Z—z + 1) dz® + <i—z + 1) dy* + %?d:cdy

Le tenseur métrique du plan a pour éléments :

a
b2
gyy—ngl
ab
gxy:gyng

Les plans tangents en M (xq, Yo, 20) au paraboloide de révolution sont tels que les métriques sont
égales en ce point :

— +1=4a3+1

c? + ot a = +2cxg
b? _

— +1=dyf+1 = b= F2cyo
Zb ab = 4c*zoy
2= 4zoyo

Les deuz premicres égalités donnent ab = £4c%xgyy. Pour étre conforme d la troisiéme égalité on
doit avoir la condition suivante : ST a = 2cxy alors b = 2cyg, et si a = —2cxg alors b = —2cyj.
On conserve le signe négatif car le signe positif correspond aux plans tangents au paraboloide

de révolution d’équation z = —x% — 1>

a = —2cxy
b= —2cyq

Le point M(xo, yo, 20) appartient au paraboloide de révolution,

2, 9
20 = Xy + Yo
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et au plan :
axg+ byg+czg+d =0
—2cxf — 2cyy +czp+d =0
—2czg+czg+d=0

d=cz

Nous avons alors :

a = —2cxq
b= —2cyy
d=cz

L’équation du plan tangent en M (xq, Yo, 20) a pour équation :
—2cxor — 2cyoy + cz +czg =0
—2207 — 2yoy + 2+ 20 =0

Par exemple le plan tangent au paraboloide de révolution au point (1,1,2) a pour équation :
—2x —2y+ 2+ 2=0. En chaque point du paraboloide de révolution il n’existe qu’un seul plan
tangent.

2.2 Spheres tangentes

Exemple 2.2. On considére la sphére de centre (xc,ye, z.) et de rayon r, d’équation :

(l‘ - xc)z + (y - yc)2 + (Z - 20)2 = Tz
En différentiant :

2 —x)dx+2(y—vye)dy+2(z—2z.)dz=0

O Clk 2 N e I
Z— Z Z— Z
2 2
- 4 - Ye 2 - de¢ - Ye
d22: (ZU x)Q de_i_ (y y>2 dy2+ (.T x><y2 y)dxdy
(z — z) (z — z) (z — z)
Si l’élément de longueur appartient a la sphére :
ds* = da® + dy* + dz*
2 2
- ¢ - Ye 2 - 4 - Y
::de%dy2+%§tf§%5dx2%%%tjgggdyQ% (x(zf};%Q ) gy
2 2
- 4 - Ye 2 - 4 - Ye
(z — z¢) (z — z¢) (z — z.)

Le tenseur métrique de la sphére a pour éléments :

T )
2
Y—1Yc
Gyy = ( )2 +1
(z — z)
B (z —zc) (Y — ¥e)
Gzy = Gya = (2 _ ZC)2
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Les sphéres tangentes en M (xq, Yo, 20) au paraboloide de révolution sont telles que les métriques

sont égales en ce point :
2

@o=2) 1 _4p2i1

( - ZC)Q (l’o — xc) 4 3 (Z(] - ZC)Z

Eyo %32 +1=4y2+1 = (o — ye)” = 492 (20 — 2.)°

20 — Ze¢ 2

To — Te —Y.) = 4x 20 — Ze
(xO . xc) ( yc) ( 0 ) (yO Yy ) 0Yo ( 0 )

(20 — ZC>2

= 4x0Yo

To — Te = 2220 (20 — 2¢)
Yo — Ye = £2y0 (20 — 2c)
(2o — @) (Yo — Ye) = 4x0Yo (20 — Zc)2
Donc xg — . et yg — y. sont du méme signe. On conserve le signe négatif :
Te = xo + 220 (20 — 2¢) xe = xoll + 2(20 — 2¢)]
{yc = Yo + 2yo (20 — z) - {yc = yo[1 + 2(20 — )]

Nous n’avons que deuzx équations pour trois inconnues e, Y., z.. 1l existe donc une infinité de
spheres tangentes en chaque point du paraboloide de révolution. Les centres de ces spheres
constituent la droite perpendiculaire au paraboloide au point concerné. Par exemple au point
M(1,0,1) nous avons :

T, =3 — 22,
Ye = 0
Si l'on prend z. = —1 le centre de la sphére tangente a pour coordonnées (—1,2,0). Nous

retrouvons ce que nous avions trouvé en 2D avec la parabole et le cercle.

2.3 Sphere osculatrice
Exemple 2.3. On considére la sphére de centre (x.,y., z.) et de rayon r, d’équation :
(SL’ - xc>2 + (y - yc)2 + (Z - Zc>2 = T2

osculatrice au paraboloide de révolution d’équation z = % + y?. Nous avons toujours 1’égalité
des métriques au point M (xg, Yo, 20) qui donne,

Ye = yo[l + 2(20 — 2)]

et l’égalité des dérivées des métriques au point M(xq,yo) :

0 [(z—z.)? _
or (41 = 5y [iz—%sj“h o= <:oo— x)
a3 74 0 =35 [ =
Odxy _ 2 (x —2.) (y — ye) = dyy — Yo ?/c2
or |,, 0r  (z—2z) |, (20 — 2c)
ddry| 0 (x—x)(y—y.) N
N P TR P (0 = 2)
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4xo (29 — 26)2 =Ty — Te Te = X [1 —4(z0 — zc)ﬂ
{4yo (20 — 22)* = ¥o0 — e - Ye = Yo [1 — 4 (2 — Zc)2:|
xo [1 —4(z0 — zc)ﬂ = zo[l + 2(20 — 2.)]
Yo [1 —4 (20— 26)2} = yo[l + 2(20 — 2¢)]
Ces égalités étant similaires :

—4 (2 — 20)* = 2(z0 — ) = 20— 2= —1% = Ze=z2+1
xc:x0{1+2(zo—zo—%)}

{xc =0

_ 1 =
yc—y0[1+2(20_20_§)} Ye=0

Le centre de la sphére osculatrice se trouve sur l’axe des z. Nous retrouvons ce que nous avions
trouvé en deux dimensions avec la parabole et le cercle.

Nous avons alors :

Y
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