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LE PROBLEME DE KEPLER

OLIVIER CASTERA

RESUME. Il s’agit de déterminer ’équation de I’orbite d’une pla-
nete a partir de la mécanique de Newton, en ne considérant que la
seule force de gravitation, en négligeant I'interaction gravitation-
nelle des planetes entre elles, et en supposant les astres ponctuels.
Ce probleme est aussi connu sous le nom de <« probleme des deux
COrps >.
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2 OLIVIER CASTERA

1. COORDONNEES POLAIRES

1.1. Expression des vecteurs de base de la base polaire.

Etant donné que 'on traite ici de la révolution d’une planete autour du
Soleil, il est avantageux de passer en coordonnées cylindriques (p, 4, z).
L’axe des z étant le méme en coordonnées cylindriques et en coor-
données rectangulaires (z, y, z), on ne s’intéresse ici qu’aux coordonnées
polaires (p, 0) prises dans le plan (z,y).

FIGURE 1. Vecteurs de la base polaire comobile

Premiere méthode.
En se servant de la figure 1, nous pouvons exprimer les vecteurs de la
base polaire en fonction de ceux de la base cartésienne :

e, = cos 01 + sin 0j
ey = —sin i + cos 0y
Deuzieme méthode.

Soit M un point de coordonnées cartésiennes (z,y) et de coordonnées
polaires(p, ). Le changement de coordonnées s’écrit :

x = pcost
y = psinf
Nous pouvons déterminer les vecteurs de base e, et eg en différenciant
le rayon vecteur » = OM exprimé dans la base cartésienne (¢, 7) en
fonction des coordonnées polaires (p, 0) :
r(r,y) = vi+yj
r(p,0) = pcosfi+ psinf j

9 B
dr(p,) = <a_;) dp + (0_2) do
0 p

= (cosf4 +sinf 3)dp + p(—sin b4 + cos 6 3)db
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Les vecteurs unitaires de la base polaire ont alors pour expression :
e, = cos i + sin 0j
{69 = —sin 7 + cos )
et I'on a :
dr(p,0) =e,dp+ pegdf

1.2. Expression du vecteur position.
Dans la base polaire (e,, eg) et en coordonnées polaires (p, §), le vecteur
position s’écrit :

r = pe,

1.3. Dérivée des vecteurs de base.
Nous avons besoin de la dérivée des vecteurs de base pour exprimer la
vitesse et l'accélération :

de, . do de .
E__SIHHEZJFCOSHE‘]
dey _ gdb db
o = —cosf— i —sing—j

ép = 969
ég = —éep

1.4. Expression du vecteur vitesse.
Le vecteur vitesse est la dérivée premiere du vecteur position par rap-
port au temps :

_dr

St
d
= at (Pep)

= pe, + pe,

v

= pe, + pée@

1.5. Expression du vecteur accélération.
Le vecteur accélération est la dérivée premiere du vecteur vitesse par
rapport au temps :

_dv
T dt
d /. :
= g (oo + plen)
= pe, + pe, + péee + pée@ + Péée

a

— je, + pley + pheg + phey — pbe,
= (p - p92> e, + (2p0 + ,09) €y
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2. RELATION FONDAMENTALE DE LA DYNAMIQUE

2.1. Centre d’inertie.

Le systeme formé par deux astres en interaction gravitationnelle est
isolé, on néglige les interactions avec l'extérieur. Soient m la masse de
la planete, M celle du Soleil, OP le rayon vecteur de la planete et OS
celui du Soleil. Dans un référentiel galiléen de centre O quelconque, il
y a conservation de la quantité de mouvement totale du systeme :

doOP doS
YO, m——+4+ M —— =C**
a Mo
Nous pouvons toujours nous placer dans le référentiel de centre de
masse dans lequel la quantité de mouvement totale du systeme est
nulle. Soit G le centre de ce référentiel galiléen, appelé centre de masse
ou centre d’inertie, tel que :

dGP dGS

m 7 + M 7 =0
Or,
dOP d0S  d(OG +GP) d(OG + GS)
L +M a " dt +M dt

dOG dGP dGS
= (m+ M) ==+ m ==+ M=

dOG

= M _—

(m+ M) 7

dOG 1 < dOP dOS)
m +M—

at m+ M dt dt
oG MOP +MOS
m+ M

Cette relation permet de situer le centre d’inertie. En prenant le point
O en G nous avons :
GP+MGS
m&r -GG
m + M
mGP +MGS =0

En notant r{ =GP et ro = GS :

mry+ Mry =10
m
Ty = —M T
Le centre d’inertie se trouve donc sur le segment de droite [SP] qui
relie les deux astres.
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2.2. Masse réduite.

Plagons nous dans le référentiel galiléen ayant pour centre le centre
d’inertie G du systeme planete-Soleil. Déterminons les rayons vecteur
GP et GS de la planete et du Soleil en fonction des données du
probleme, c’est a dire en fonction du rayon vecteur Soleil - planete
SP. Nous avons :

SP=SG +GP
=GP -GS
En notant r = SP :

T=T1—T9

m
=T1+M’r1
m+ M
= ’]"1

M
et I'on a :
M

r, = r
! m+ M (1)
m
ry = — r
2 m+ M
Ecrivons la relation fondamentale de la dynamique dans le référentiel

galiléen de centre GG, la planete étant le systeme étudié :

dz’l"l
ext __
ZF — e

_ mM dr
T om+ M de2
_dr
R

ou pu est la masse réduite. Cette équation coincide formellement avec
celle d'un point matériel de masse p en mouvement sous l’action de
forces extérieures, ayant r pour rayon vecteur. Nous pouvons donc
passer de la variable r; a la variable r a condition d’utiliser la masse
réduite. Dans ce cas, les trajectoires r1(t) et ro(t) s’obtiennent ensuite
avec les formules (1).

2.3. Loi des aires.

Premiere méthode.

Par symétrie du probléme et isotropie de 'espace, chaque force attrac-
tive exercée par un astre sur ’autre est dirigée suivant la droite passant
par les deux astres, vers le centre d’inertie du systeme. Si 'on se place
dans le référentiel de centre de masse, le centre d’inertie est un point
fixe. Chaque force étant constamment dirigée vers ce centre fixe, le
probleme est dit a force centrale. Dans ce référentiel, les forces n’ont de
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composante que selon le vecteur e, et le mouvement est donc plan. Par
exemple pour la planeéte (les équations sont similaires pour le Soleil),

d2’l"1
ext __
Z F =m dt2
Fep:m(ﬁ—pQZ) e, +m <2p9+pé> €y
qui donne le systeme d’équations :
m (p - p92> =F (2)
200 + pf = 0 (3)

Si l'on ne considere pour le moment que la seconde relation :

200 + pf =0
2000 + p*0 =0
d /o,
5 (#70) =0
ph=C (4)

Cette égalité, valable pour toute force centrale et pas seulement pour la
force gravitationnelle, s’appelle loi des aires, et C est appelée constante
des aires. Nous verrons en effet que selon la premiere loi de Kepler,
lorbite des planetes est une ellipse dont le centre de gravité G du
systeme planete-Soleil occupe 1'un des foyer. La constante des aires est
alors égale au double de I'aire balayée par unité de temps par le rayon
vecteur de la planete, ce qui justifie son nom.

FIGURE 2. Aires balayées en des temps égaux
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Soit d.A 'aire infinitésimale balayée par le rayon p d’'une planete en
un intervalle de temps infinitésimal dt. Cette aire est égale au demi-
rectangle de cotés p et pdf :

d.A:%pxpdG
:%dee
129
at 2"
=10
/dAz%C/ dt
0 0
S:%CT

Les aires s; et sy de la figure 2 balayées en des temps égaux sont
égales. On peut énoncer la deuxieme loi de Kepler : le rayon vecteur
d’une planete balaye des surfaces d’aires égales en des temps égaux. En
une période T', le rayon vecteur parcours la surface totale!, d’aire 7 ab,

de I'ellipse :
mwab T
/ dAzéc/iﬁ
0 0

2mab
C = 5
L (5)
En introduisant la pulsation w, telle que w = 27 /T,
C=wab

Deuxiéme méthode.
Le vecteur moment cinétique L de chaque astre s’écrit :

L=7rxmv

= pe, x m(pe, + ple)

p 14
=10 xm | pb

0 0
= mp29 e,

Sa dérivée par rapport au temps est égale a la somme des moments des
forces exercées sur cet astre? :

dL
T pe, X Fe,

=0

1. Voir Ellipse.pdf
2. Voir Mecanique classique.pdf
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Le moment cinétique est donc constant :
mp*fe, =C
0’0 =C
La trajectoire de chaque astre est donc une courbe plane, dont le
plan est perpendiculaire au vecteur moment cinétique L constant, et
contient les vecteurs e, et ey.

Nous pouvons nous servir de la constante des aires ou de la norme
du moment cinétique pour réécrire la relation (2) :
mp = mpé2 + F
L2
=— 4+ F
mp3
Si la force F' est conservative, c’est a dire si elle dérive d'une énergie
potentielle £}, alors :
12 dE,(p)
mp? dp

d L?
SR (R
: (Qmp2+ p<p>)

Le mouvement radial est similaire a un mouvement a une dimension
(avec p > 0) dans un potentiel L?/(2mp?)+ E,. Ce potentiel est appelé
potentiel effectif :

mp =

2

Verp(p) = 2mp? + Ep(p)

3. FORCE DE GRAVITATION
Reprenons la relation (2) :
F=m (p — p92)
ou p désigne ici la distance de ’astre au centre d’inertie. Nous pouvons

utiliser la distance entre les deux astres & condition d’utiliser la masse
réduite :

F=p <ﬁ - péZ)
ou p désigne maintenant la distance entre les deux astres. Le modele

de force pour la force de gravitation est en raison inverse du carré de
la distance des deux astres. Soit G la constante de gravitation,

mM mM /. .

-G 7 ep:m+M<p—p92>ep
m+M ;

-G e p— pb?

p*p— p*0° = —G(m + M) (6)
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Cette équation différentielle du second ordre par rapport au temps est
difficile a intégrer. En raisonnant sur I’énergie plutot que sur les forces,
nous obtiendrons la méme équation différentielle intégrée une premiere
fois par rapport au temps. En effet, la relation fondamentale de la
dynamique est équivalente a la conservation de l’énergie mécanique
lorsque les forces dérivent d’un potentiel®. Le théoreme de I’énergie
cinétique permet alors de travailler sur la vitesse, par l'intermédiaire
de I’énergie cinétique, plutot que sur l'accélération.

4. CONSERVATION DE L'ENERGIE MECANIQUE

Cherchons le potentiel de la force gravitationnelle exercée sur une
plancte, autrement dit I’énergie potentielle £, de cette planete :

o
-G —e¢,=—grad E,
p

OF
= —a—pp ep
_dEp

dp

Seule une différence d’énergie potentielle intervient si bien qu’elle est
toujours définie a une constante additive pres, que l'on ajoute puis
que l'on soustrait. Ajuster la valeur de cette constante nous permet de
définir le zéro de I'énergie potentielle ol cela nous convient le mieux.
En annulant ’énergie potentielle a infini, nous avons :

€p

mM
dBy =G —dp
Ep P d
/ dE, = gmM [ 2L
0 +o0o p
1 P
(B, = —GmM H
p J,—oo
M
5 - g™
p

Nous pouvons aussi raisonner sur la constante d’intégration :

d
/dEp:gmM/—';’
p

M
Fy= -GS g0

Prendre une constante nulle revient a poser £, =0 en p = +o0.

3. Voir Mecanique classique.pdf
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Ecrivons maintenant ’expression de ’énergie cinétique E. :
E. = julv?
= 3n (/52 + p292)
Nous pouvons aussi prendre le potentiel effectif,

L*(p)
2 Epy(p)

= $1p’0” + By (p)

Vers(p) =

et I'énergie cinétique :

E. = %M:OQ

La conservation de I’énergie mécanique E nous donne 1’équation diffé-
rentielle du mouvement intégrée une premiere fois :

E.+E,=F
mM 9 949 mM
—_ 0 —=F
2(m + M) (p Tp ) 5=,
: o 2G(m+ M)  2F
p2+p202_ ( >:— (7)

p p

qui est du premier ordre par rapport au temps.
En la dérviant par rapport au temps, on vérifie qu’elle redonne
I'"équation différentielle (6) :

d 22 m+M
0

200 + 2pp0* + 2p°00 + 2G(m + M % =0
p

En dérivant la constante des aires, nous avons 1'égalité :

d 2' d
— (p?0) = —C
di ('0) dt
2000 + p*6 = 0

020 x 20 = —2ppf x 26
2p295 = —4pp92
Par conséquent :

20p — 2pp0* +2g(m+M) =0

p—pb*+G(m -+ M)= =0

PP — p*0* = —G(m + M)
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5. RESOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DU MOUVEMENT
Revenons a la résolution de I’équation différentielle (7) :

. . 2G(m + M 2F
Pt 2% — ( ) _ B

p H
Si nous voulons 'équation de la trajectoire de la forme p = f(#), le
temps n’intervient pas. Pour supprimer le temps dans 1’équation diffé-
rentielle (7) nous utilisons la constante des aires (4) :

do
2— =
ra ¢
2
p-db
dt = 8
E ®)
Le premier terme p? de I’équation différentielle (7) se transforme comme
cecl :
- (%)
dt
dp 2
=% ==
(p2d9)
Or,
d o _ _ adp
o) =
d(1/p) _ dp
do p2do
donc,

Py {d(;ép)r

Les deux termes suivants se transforment comme ceci :
2G(m+ M) C* 2G(m+ M)

0 ; p2 e |
- smpay [ang

L’équation différentielle (7) s’écrit maintenant :

@rwmqﬁ{g_wm+Mql{am+Mqﬁ2E

db P C C m

Vumq:wl am+Mq{:FmHA@r+zE

db 0 (2 C? 1C2
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Nous n’avons plus que des termes en 1/p. Effectuons un premier chan-
gement de variable pour travailler avec 'inverse de la variable p :

r=-—
p
Avec la variable r, I'équation différentielle (7) s’écrit :
dr 2+ Gm+M)1*  [G(m+ M) 2+ 2F
N r— —= — - 7 -
de c? C? nC?
Effectuons un deuxieme changement de variable pour s’affranchir de la
constante additive sur la variable 1 :

G(m+ M)
r=r- =
pour lequel,
dr dr
o~ do

Avec la variable r 'équation différentielle (7) s’écrit :
2 2
M 2F
dr L2 G(m+ M) X
do C? uC?

Effectuons un troisieme et dernier changement de variable :

d'ot,

et,

dr dr {g(m+M)]2+2E

do~ db C? 1C?

(8- (o) {2
M

Avec la variable r I'équation différentielle (7) s’écrit :

() {2} - [ 2
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ce qui donne,

Premiere méthode de résolution.

dr

r _ (1 _ 22

7 (1—=7r9)
dr

df = ii(l — a7

13

Lorsque le signe est positif, cette équation s’integre en arcosinus plus

un angle constant ¢ :

0 = arccos(r) + ¢
r = cos(f — ¢)

Lorsque le signe est négatif, cette équation s’integre en arcsinus plus

un angle constant (3 :

0 = arcsin(r) + 8
r =sin(6 — B)

Pour = ¢ —7/2,

r=sin(0 — ¢ + 7/2)
= cos(f — ¢)

Les solutions étant identiques, on conserve r = cos(6 — ¢).

Deuzieme méthode de résolution.
Dérivons par rapport a 6 :

2
d%[(%)
dr d*r dr
bR, P
g a2 g
d2

d—evaT:O

d’ou :

r = cos(0 — ¢)
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Revenons a la variable p :

r = cos(d — ¢)
i = cos(f — ¢)
Vle] + 2
- r— G(W;JrM)
- ?2 = cos(f — ¢)
1 g(TY-L+M)
L < = cos(f — ¢)
\/-Q(mCJ;M)_2 + %

d’ou :
1 G(m+ M)]> 2E G(m+ M)
[ - B
On pose p le parameétre de ellipse, tel que :
02
= 10

et e l'excentricité de Dellipse, telle que :
2 M)1®  2F
G(m+ M) C? uC?

L’équation s’écrit alors,

1 e 1
—=—cos(f — ) + —
p P p
p
= 12

P 1+ ecos(d — ) (12)
C’est 1’équation polaire d’'une conique, intersection d’un cone de révo-
lution avec un plan. L’équation de la trajectoire de la planeéte s’obtient

en effectuant le changement de variable (1) :
M
P1 = m+ M P

_ Mp
~ (m+ M)[1+ ecos(d — ¢)]

De méme, 1’équation de la trajectoire du Soleil s’écrit :
m
2= m+ M P
_ mp
(m+ M)[1+ ecos(f — ¢)]
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6. LA TRAJECTOIRE

6.1. L’excentricité e.
Remarquons que I'excentricité est positive ou nulle :

T 2

2EC?
= |1+ (13)
G>mM(m + M)
L’excentrichté définit la forme de 'orbite :
Si E = —% alors e = 0 et p = p : 'orbite est un cercle. Nous

voyons que p est le parametre de taille de I'orbite.

Si —%ZHM) < F <0 alors 0 < e <1 :lorbite est une ellipse.
Si E = 0 alors e = 1 : 'orbite est une parabole.

Si E > 0 alors e > 1 : 'orbite est une hyperbole.

6.2. L’ellipse.

Pour 0 < e < 1 et pour ¢ = 0, ’équation (12) représente dans le repere
(F, z,y) 'équation polaire d’une ellipse centrée sur o(—c,0), et dont le
rayon p est mesuré depuis I'un des foyers (voir la figure 3).

Y
M(z,y)
1%
/ 0
c . R
' a C F x
b

F1GURE 3. Orbite elliptique

L’angle 6 est appelé anomalie vraie.

Nous pouvons énoncer la premiere loi de Kepler : les planetes dé-
crivent des ellipses dont le centre de gravité du systeme planete-Soleil
occupe I'un des foyers.

Le couple (p,e) permet de définir une ellipse de maniére unique, en
précisant sa taille et sa forme. En coordonnées cartésiennes, 1’équation
d’une ellipse dont le grand axe est sur l'axe des abscisses, est donnée
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par :

2 2
=y
2 tp =t
Le couple formé du demi-grand axe a et du demi-petit axe b permet
donc aussi de définir parfaitement une ellipse. En étudiant * le passage
des coordonnées polaires (p, #) vers les coordonnées cartésiennes (z,y)

de I’équation d’une méme ellipse, nous obtenons les relations suivantes :

b2
= — 14
p=— (14)
b2
6.3. Orientation de 1’ellipse.
Pour
cos(f — ¢) =1
0—¢=2km, kel
0= ¢+ 2km
nous avons,
pP= P
1+e

nous sommmes au périhélie, point de l'orbite le plus proche du Soleil.
Le grand axe de 'ellipse fait donc un angle ¢ avec ’axe des abscisses,
choisi arbitrairement comme origine des angles.

Pour
cos(f — ¢) = —1
0—¢p=n+2kr, ke
0=o¢+ (2k+1)m
nous avons,
__b
P 1—e
= Pmaz

nous sommes a ’aphélie, point de I'orbite le plus éloigné du Soleil.

4. Voir Ellipse.pdf
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x
FIGURE 4. Orientation de ’ellipse
6.4. Le demi-grand axe a.
Soit 2a la longueur du grand axe de 1'ellipse :
o Pmin + Pmazx
Q=
2
L/l p p
2 (1 e T1o e)
__ b
1—e?
en utilisant les relations (10) et (13) :
B C? " G*mM (m + M)
 G(m+ M) 2EC?
gmM
- _ 16
Y5 (16)

On note au passage la relation

p=a(l—¢e? (17)
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Nous pouvons exprimer le rayon minimum en fonction du demi-grand
axe a,

T
min 1 —"_ e
a(l—e?)
- l+e
=a(l —e)
=a—ae
de méme pour le rayon maximum,
Pmaz = P
max 1 —e
_a(l—e€?)
- 1-—e
=a(l+e)
=a-+ae
6.5. Le demi-petit axe b.
A partir de la relation (15),
b2
e = — ?
b2
2 —
e“—1= =

en utilisant les relations (13) et (16),

- —2FEC?
- G2mM(m + M)

1
aG(m + M)

=aC

a
=C,/——— 18
G(m+ M) (18)
6.6. La période de révolution T.
A partir des équations (5) et (18), et des paragraphes 6.4 et 6.5, nous
pouvons évaluer la période de révolution en fonction du demi-grand
axe @ :

2mab
T —
C
T 47? a?

G(m+ M)
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Ceci constitue la troisieme lov de Kepler : le carré de la période de
révolution est proportionnel au cube du demi-grand axe de I'ellipse.

7. EQUATIONS PARAMETRIQUES

7.1. L’angle en fonction du temps.
Les équations paramétriques du temps vont nous permettrent de connaitre
la position de la planete en fonction du temps.
Cherchons tout d’abord € = 6(t). En utilisant la loi des aires (8) et
'équation de l'orbite (12) :

2

p
dt = —df
C

p?df
C[1 + ecos(8 — ¢)]?

T B p2 9 d@
/0 dt‘ﬁ/(é [+ coos(d — o)

ou l'on a pris comme condition initiale que la planete est au périhélie,
c’est a dire § = ¢ a t = 0. Le membre de droite s’integre en termes de
fonctions élémentaires. Le résultat est trouvé grace au logiciel de calcul
formel Maxima. Pour une trajectoire elliptique, 0 < e < 1, nous avons :

dt =

2 arctan { Lo o) }
T= 75
(1— 232 V1 = e[cos(V — ¢) + 1]
- 2esin(¥ — ¢)
i — (¢4 e — o~ Dleos( ) + 1

Cette relation est trop complexe pour que son inversion, 6 = 6(t), ne
soit possible analytiquement.

7.2. Le rayon en fonction du temps.
Cherchons a présent p = p(t) en revenant a I’équation différentielle (7) :

2G(m+ M) _2E

p2+p292—
p I
(dp)2 (0)2 2G(m + M) 2E
L + J— _—_ = —
dt p p Iz
2F 2 M 2
dp _ _+M_(€)
dt It p p
+pd
g — pdp

22+ 2G(m + M)p — C?
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A partir des relations (10) et (17), nous avons,
C*=G(m+ M)p
= G(m+ M)a(1l — €?)
et avec la relation (13) :

2EC?
* G2mM(m + M)
2E (e =1)G*(m+ M)
mM C?
@M@ —1)
© G(m+ M)a(l — e2)
28 G(m+ M)

:62

1

) a
D’ou,
+pd
g — : pap
\/_M +2G(m+ M)p — G(m + M)a(1l — €2)
_ 4 a pdp
Gm+ M) \/—p? + 2ap — a*(1 — €2)
a pdp
= 19
Glm + M) \/a? —(a— p)? o

ol nous avons avons gardé uniquement le signe positif car dt est positif.
Nous avons vu au paragraphe 6.4 que le rayon p varie entre a — ae et
a + ae. Ceci suggere d’effectuer le changement de variable suivant :

p=a—aecos, P € [0, 7] (20)
ou l'angle 9 est appelé anomalie excentrique. Nous avons alors,
d
ﬁ = aesin Y

dp = aesin dy
Avec cette nouvelle variable nous avons :

g — a (a — ae cos ) aesin i di)
Gm+ M) /a2e? — a2e? cos? 1)
a (a — ae cos 1)) aesin ) di)
Gm+ M) ae sin v
03/

— —g(m =7 (1 —ecosv)dy
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On suppose de nouveau qu’a l'instant initial la planete est au périhélie,
c’est a dire p = ppin, ¥ =0, et 0 = ¢.

/dt \/W/ (1 —ecostp)dyp
a3/2 ' v
T——g(m+M)[@/)—esmw]0
a3/2
= ————(V —esinV?)
G(m+ M)

Nous pouvons déterminer la période de révolution d’une deuxieme
fagon. La planete effectue une demi-période 7'/2 quand p varie de pyin
& Pmaz, €t avec 1'égalité (20), quand 1 varie de 0 a m,

T a’/?
—=————(m —esinm)
2 G(m + M)
21a’/?
~ \/G(m+ M)
,  Ar*d®
- G(m+ M)

On retrouve ici le résultat du paragraphe 6.6.
En introduisant la période T puis la pulsation w, la solution de I’équa-
tion différentielle devient :

T
T= %(Lfl—e sin?)

wr =¥ —esin? (21)

appelée équation de Kepler. L’angle w T s’appelle anomalie moyenne.

Nous allons revenir a la variable p en inversant le changement de va-
riable (20). Dans la pratique cela n’est jamais fait, nous verrons pour-
quoi :

p = a— aecosy

a/_
P cos Y
ae

a—p
1) = arccos
ae
ce qui donne,

WT = arccos <a —_ Q) — e sinarccos <a —_ Q) (22)

ae ae
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On fixe p pour obtenir 7. Pour la détermination de 'angle 6§ a partir
du rayon p, nous utilisons alors 1’équation de 'orbite (12) :
o+oecos(fl —¢) =p
cos(f — ¢) S
oe

0 = arccos (u) + ¢
oe

Cette méthode n’est pas optimale pour un calcul sur ordinateur, avec
un sinus d’arcosinus dans 'expression (22). Il est préférable de fixer ¥
pour trouver l'’époque 7 grace a I'équation de Kepler (21), puis de
trouver la distance au Soleil p en utilisant le changement de variable
(20). Enfin, nous pouvons trouver la valeur correspondante de 'angle
en utilisant 1’équation de I'orbite (12) et le changement de variable (20)
qui donne chacun le rayon p :

a—aecosy = ecoi(ﬁ —¢)
1+ ecos(f — ¢) = %
e cos(6 — ¢) = ~— 621_—(6165861/’(:08@
cos(f — ¢) = %

Nous pouvons utiliser une forme alternative pour exprimer 6 en fonction

de v :

cosy —e
1— 0—¢p)=1— ———
cos( ?) 1 —ecosvy
QSngzl—ecosz/J—cosz/mLe
1 —ecost
~ (1+e)(1—cosy)
N 1 —ecosy
et,
cosy —e
1 0—¢p)=14 ———
+ cos( — @) + I ccosv
2COSQg:1—60051&—1-0051#—6
1 —ecosv

(1 —e)(1+ cosv)
1 —ecos®
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en faisant le rapport,
20 (1+e)(1 —cosv)
2

tan”y = (1 —e)(1+ cosv)
1+
tang = EI—Z; tan%
0 = 2 arctan ( (1+e) tan
(1—e)

E-mail address: o.castera@free.fr
URL: http://o.castera.free.fr/
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