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LES FORCES FICTIVES

Les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis sont des forces dites fictives car elles ne créent
pas le mouvement. Elles ne sont dues qu’au mouvement de 'observateur, on peut les annuler
en changeant de référentiel (de ce point de vue, la gravitation est une force fictive). Dans les
référentiels non galiléens, nous pouvons utiliser la mécanique développée dans les référentiels
galiléens (RFD et théoréeme du moment cinétique) a la condition d’ajouter ces forces. C’est 1a
leur utilité.

A Loi de composition des vitesses

DEFINITION A.1. Vecteur position
Soit un corps qui peut étre une particule, un point matériel, un objet, etc. Dans un

référentiel R de repere O,f,f, E), soitt M le point ou se situe le centre de gravité de ce

corps. Son vecteur position a pour expression :
ardef o
OM = zi +yj + 2k
Dans un référentiel R', il a pour expression :

s def 7 7 "ot
OM= 21 +yj + 2k

Dans le domaine non relativiste le temps s’écoule de la méme fagon dans tous les référentiels,
par exemple pour R et R/,

t=1t
de sorte que les dérivations par rapport a ¢ et ¢’ sont équivalentes.

NOTATION. La dérivée par rapport au temps sera notée dza pour un observateur fixe dans R, et dza’
pour un observateur fixe dans R/.

Soit R et R’ deux référentiels quelconques. R’ se déplace par rapport a R a la vitesse non
constante V (¢) en tournant autour de son axe Oz’ a vitesse angulaire non constante & (¢). Soit
V la vitesse d'un corps dans R, et V' sa vitesse dans R’.



THEOREME A.1l. Loi de composition des vitesses
Par changement de référentiel, les vecteurs vitesses du corps sont liés par la loi de com-
position des vitesses

— . — — e

V=V+7V +dx OM
dans laquelle V est la vitesse relative des référentiels et W est la vitesse angulaire relative
de R’ par rapport a R.

DEMONSTRATION. Dérivons dans R par rapport a ¢ 1’égalité vectorielle :

OM = 00’ + O'M
dROM = dROO' + dRO'M (1.1)

DEFINITION A.2. Vitesse absolue
La vitesse absolue du corps dans le référentiel R a pour expression :

dr (x?+ yj + zE)

1+ gf + 2K

DEFINITION A.3. Vitesse relative des référentiels
La vitesse relative du référentiel R’ vu de R a pour expression :

7 def R
V= 4,700’
. dR e nd e
=d; (:Co/l + Yo') + ZO/k>
= o + Yo + Zok
La vitesse relative du référentiel R vu de R’ a pour expression :
71 def TR/~
V'=4d,00
—dr¥ (m’of’ + o) + zbl?’)

=&l +Yoj + ok’

REMARQUE 1. Supposons que vu de R, le référentiel R’ ne fasse que tourner sur lui-méme. Alors, vu
de R/, le référentiel R décrit un cercle autour de R'. Les vitesses relatives respectives V et V' sont donc
en général tres différentes.

En se servant des deux définitions précédentes, (1.1) devient :

7=V +dRO'M (1.2)



Vu du référentiel R, les vecteurs de base du référentiel R’ varient dans le temps :

N L
dRO'M = dR <x1 Y+ z’k’>

_ i,/i—’/ + y/j—’/ + ZIE/ +x/dzzi—’/ +y/dzzj’/ + Z/d;RE/

DEFINITION A.4. Vitesse relative
La vitesse relative du corps dans le référentiel R’ a pour expression :

|
7 ar oM
_ dzz’ (:C/T/ _|_y/JT'/ + Z/E/)

_ :ij'/? + g-//JT’/ + ZIE/

Avec cette définition
> —, — —
AFO'M =¥/ + 2'd}8" + y'df5" + Ak’ (1.3)

On suppose que les axes Oz et O'z' ont méme direction et méme sens, de sorte que k et k'

soient équipollents. Appelons « (t) I'angle orienté de R vers R’, qui est I'angle de rotation de
R’ dans R a l'instant ¢.

<_|.l

A

N

—-

E/

F1c. 1.1 — Rotation de R’ dans R

i’ = cosai + sin aj dRi’ = —ésinad + ¢ cos o] AR’ = &
j’ = —sinai + cos aj = dRj" = —crcosai — arsin o] = ARy’ = —ai’
1 1 Aste RN

k' =k k'=C d; k" =0

Par conséquent (1.3) s’écrit :

dRO/M _ ! Iy 3%y
" =V +ra —yol

=¥ +a (2§ —yT) (1.4)




DEFINITION A.5. Pseudovecteur vitesse angulaire relative

— def T
&= (dfa) k = ak
a pour expression :

W = —Ww

Le pseudovecteur vitesse angulaire de R’ par rapport & R a pour expression :

rdef (R N\ T D
= (d?o/) k' = d'k’ = —ak

Appelons o (t) angle orienté de R’ vers R, qui est 'angle de rotation de R dans R’ a
Iinstant ¢, et tel que o/ = —a. Le pseudovecteur vitesse angulaire de R par rapport a R’

Le second terme du membre de droite de (1.4) est un produit vectoriel :

0 x —a
OxOM=[(0]x |y |=[ ar
e Z 0

si bien que (1.4) devient :
dFO'M = ¥ + G x O'M

Avec ce résultat, la loi de composition des vitesses (1.2) p. 2 s’écrit :

—

—V+7 +35x0OM

=& (Ijj'l . y/i_'/)

REMARQUE 2. La relation (1.3) p. 3 devient :
dRO'M = dF O'M + & x O'M

-,

=1
dF (-1 =0
i dR +dFT7 -7 =0
2({-dRi") =0

AR LT
de —@FxT

ou W est pour l'instant un vecteur indéterminé.

-

=

o
'l
1 .

aF (i -j") =0
- dRj +3-df =0
- dRj =i (@ x 1)
En utilisant le théoréme A.1 p. 59 donné en annexe :
T dny =

REMARQUE 3. On peut obtenir ce résultat en utilisant une démonstration purement algébrique :




.
De méme pour le vecteur k :

.
En posant k’ comme axe de rotation,

ARk’ =0
Gxk' =0
soit,
@ = wk’
En appliquant ces résultats a (1.3) p. 3 puis a (1.2) p. 2, nous obtenons la loi de composition des vitesses :
V:\7+V'+x’(ﬁxf’)+y/(wx3 )
= , o
=V+7V' +dxO0O'M

DEFINITION A.6. Vitesse d’entrainement
La vitesse d’entrainement est la vitesse du point P fixe dans le référentiel mobile (v,
coincidant avec le point M a l'instant ¢, :

T.(to) € V(to) + @(t) x O'P(to)

0),

Les points P et M étant superposés a t :

17 (%) » a7 (o)
dF(JJ’XO’—M)) #d?((ﬁx(ﬁ’))
df(VJrv’ﬂUx(S’—l\—d)) #d?(V%—V'—i—@'x(Yﬁ)

dRv # dF (¥ + ¥,)



B Loi de composition des accélérations

THEOREME B.1. Loi de composition des accélérations
Par changement de référentiel, les vecteurs accélération du corps sont liés par la loi de
composition des accélérations

a=a +a,+a,

dans laquelle & est ’accélération du corps dans R, &' est ’accélération du corps dans R',
a. est Uaccélération d’entrainement et a. l'accélération de Coriolis.

DEMONSTRATION. Dérivons dans R par rapport au temps, la loi de composition des vitesses
du théoreme A.1 p. 2 :

dR¢ = ARV + dR¥' + dR (w x O’M)

- — —
— ARV + AR + dR& x OM + & x dRO'M

DEFINITION B.1. Accélération absolue
L’accélération absolue du corps dans le référentiel R a pour expression :

i 4 (d7OM)

DEFINITION B.2. Accélération relative des référentiels
L’accélération relative de R’ vu de R a pour expression :

Avec ces définitions :
— ¢ R =1 5 / — RN/
a=A+d vV +dxOM+d xd " O'M
En utilisant (1.5) p. 4, nous avons :

a=/§+dfv’+;vxo'M+wx(v'ﬂvxo'M) (1.7)

La relation (1.6) p. 4 s’applique & tout vecteur exprimé dans R’ et dérivé dans R. Appliquée
au vecteur V', elle donne :

— —/

— [N
ARV = dFV + & x ¥

DEFINITION B.3. Accélération relative
L’accélération relative est I'accélération du point M dans le référentiel R’ :

— def [~
al= drv




La relation (1.7) devient :
N R/ . —_ —
F=A+dR? +@x T +3x OM+@ x (\7’+Q><O’M)
= . —> —
=A+§’+QXO’M+&><(LUXO’M)JchUxV’ (1.8)

Soit H la projection orthogonale du point M sur I’axe de rotation O’z" du repere R’.

&l

Fi1Gc. 1.2 — Projection du point M sur 'axe de rotation

En utilisant le théoreme B.1 p. 60 donné en annexe, l'avant dernier terme s’écrit :
5 x (w x o'M) :@(@-0'1\4) _OM (@G- &)
T2
=W (wO'H)—O0'Mw
— O'Hw? — O'M o’
R
= MHw”

Ce terme est toujours dirigé vers le centre de rotation instantané.

DEFINITIC&) B.4. Accélération centripéte
Le terme MH w? s’appelle accélération centripéte.

La relation (1.8) s’écrit :

et
"+ A+ d x O'M + MHw? + 20 x v/ (1.9)

!

a=

DEFINITION B.5. Accélération d’entrainement
L’accélération d’entrainement est 1'accélération du point P fixe dans le référentiel mobile
(v}, = 0), coincidant avec le point M a I'instant  :

7.(to) < A(to) + @(to) x O'P(to) + PH(to) w*(to)




L’accélération d’entrainement contient I’accélération relative des référentiels, I’accélération de la
vitesse angulaire et 'accélération centripete. A l'instant tg, les points P et M étant superposés,
nous avons :

O'M(to) = O'(t)
5(te) x O'M(to) = 6i(to) x O'P(to)

—_

Ato) + B(to) x O'M(ty) + MH(to)w? (ko) = A(ty) + (to) x O'P(to) + PH(to)w? (ko)

5

a.(to) = A(to) + W(to) x O'M(to) + MH(to) w?(to)

DEFINITION B.6. Accélération de Coriolis
L’accélération de Coriolis a pour expression,

—»def — —/
. = 20 X V

Avec les définitions B.5 et B.6, (1.9) s’écrit :

— —/ — —
a=a +a.+a. ]

REMARQUE 4. La dérivée dans R de la vitesse d’entrainement donne I’accélération d’entrainement :
- —>
dR¥, = dRV + dR (w x o’P)
— . Erend R—)
=A+dxOP+dxd*OP
En utilisant (1.6) p. 4 puis le théoréme B.1 p. 60 :

ARV, = A+ @& x O'P + & x (wxo'P)

X

C Forces dans un référentiel non galiléen

THEOREME C.1. RFD dans un référentiel non galiléen
Soient Y. F ¢ la somme des modéles des forces extérieures réelles s’exercant sur un sys-
teme. La RFD dans le référentiel non galiléen R’ s’écrit,

= dp’

ZFext_FFE_'_FC:E

et, lorsque la masse du systéme est constante :

MFet 4+ Fe+ F, = ma’




DEMONSTRATION. La RFD dans le référentiel galiléen R s’écrit :

_’ea:_@)
ZF t_dt

La masse m du systéme étant supposée constante :

ZFGH = ma

Avec le théoreme B.1 p. 6 nous avons :

DIF = m (@ + d, + &)

= ma' + ma, + ma,

DEFINITION C.1. Force d’inertie d’entrainement
La force d’inertie d’entrainement a pour expression :

2 def o
F. = —ma,

DEFINITION C.2. Force de Coriolis
La force de Coriolis a pour expression :

Par conséquent, on a bien :

DIF 4+ Fo + F, = ma’

Dans le référentiel non galiléen R’, il faut ajouter aux forces extérieures réelles F ¢! s’exercant
sur le systeme, les forces fictives d’entrainement F. et de Coriolis F.. [

D Exemple de force fictive : la force centrifuge

Le systeme étudié est un corps de centre de gravité M et de masse m, tenu par un fil et
tournant avec la vitesse angulaire constante & autour de I'axe Oz d’un référentiel galiléen R.
On considere le référentiel R’ de méme centre O que R, dont 'axe Oz’ est confondu avec 'axe
Oz. Ce référentiel tourne autour de cet axe a la méme vitesse anguliige @ que le corps, de sorte
que celui-ci soit immobile dans R et soit toujours sur Paxe Oz’ : OM = 2/1’

9



Fic. 1.3 — Rotation du corps M vue de dessus

D.1 Dans le référentiel galiléen

Le corps étant fixe dans R, sa vitesse vV’ et son accélération a’ sont nulles.
D’aprés la déf. B.6 p. 8, 'accélération de Coriolis nulle : &, = 0
L’accélération relative des référentiels est nulle par hypothese : A= 0,

La variation de la vitesse angulaire est nulle également : &=0

Dans (1.9) p. 7 il ne reste que l'accélération centripéte :

éﬁzM—O)cu2

= —w?re,

—
ou r€, est le vecteur position OM en coordonnées polaires. La RFD donne la tension du fil :

ZFG“ = ma

T = —mw?ré,

D.2 Dans le référentiel non galiléen

Ecrivons la RFD pour un observateur dans le référentiel R’ :
YFe 4+ Fo +F, = ma’

L’accélération de Coriolis étant nulle, d’apres la déf. C.2 p. 9 la force de Coriolis est nulle :

ﬁc = —ma,
=0
L’accélération relative des référentiels étant nulle et la vitesse angulaire constante, il ne reste
que l'accélération centripete. D’apres la déf. C.1 p. 9 la force d’inertie d’entrainement s’écrit :

F., = —ma,

= mw’re,

10



ZF‘Z” + mw?rg, = ma’

DEFINITION D.1. Force centrifuge
La force centrifuge a pour expression :

2 def S
F,, < mwre,

Le corps étant immobile dans R’, son accélération est nulle :
T+F,=0
Pour un observateur dans R’, la force centrifuge s’exerce sur tous les corps immobiles dans R’

en plus des forces réelles (la tension du fil). Elles permettent a ’observateur dans R’ d’appliquer
la RFD, la somme des forces est nulle pour les objets immobiles.

11






LE PENDULE BALISTIQUE

A Description

Le pendule balistique permet de mesurer la vitesse d'un projectile. Un sac de sable est relié¢ par
I'intermédiaire d’une tige rigide au bras horizontal (Oz) d’une potence, autour duquel il peut
tourner librement et sans frottement (fig. 2.1 p. 13).

A Dinstant t le sac est au repos dans le référentiel terrestre (O, x,y, z) supposé galiléen. On
note M la masse du sac, G son centre de gravité et J son moment d’inertie par rapport a l’axe
de rotation, c.-a-d. la répartition de sa masse en fonction du carré de la distance a l'axe de
rotation (Oz). On note [ la distance OG.

N
UV
8

<!

Fi1G. 2.1 — Pendule balistique avant impact
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REMARQUE 5. L’utilisation d'une corde au lieu d'une tige rigide autoriserait une rotation du sac de
sable autour de son point d’attache avec la corde, ce qui compliquerait la résolution de ce probléeme.

A Tlinstant to, un projectile (p) de masse m, de vecteur position p(t) et de dimensions négli-
geables, pénetre le sac de sable avec un vecteur vitesse purement horizontal v, donc au sommet
de sa trajectoire, et s’arréte au point A a 'instant ¢;. Nous supposons que A est situé sur la
droite verticale (OG). On note L la distance OA.

La durée t; — ¢y de I'impact, le sac et le projectile prennent la vitesse angulaire @ = 0K autour
de l'axe de rotation (Oz). Le mouvement du sac étant un mouvement de rotation, nous devons
utiliser le « théoreme » du moment cinétique.

B Théoréme du moment cinétique

1) Premiere méthode : le systeme étudié est le sac de sable et le projectile, noté (s + p).

Avant I'impact, les forces extérieures exercées sur le systeme sont le poids du sac 135,
la tension dans la tige T et le poids du projectile P, avec :

—

P,=-T (2.1)

Cette relation n’est plus vraie apres I'impact.

REMARQUE 6. Les poids du sac et du projectile sont des forces extérieures au systéme. Elles
sont dues a la présence de la Terre.

Le pseudo-vecteur moment cinétique est noté &. Le théoreme du moment cinétique par
rapport a un point quelconque ¢ fixe dans (O, x,y, z) s’écrit :
7 (Rext\ = d =
Z///q(F = a Tq (s+p)
My(Ps) + M (Py) + Mo(T) = 17, (s+p) (1) = Og (s+) (to)]/(t1 — to)

REMARQUE 7. Les forces intenses et de courte durée qui apparaissent lors d’un choc sont
appelées percussions. On considéere qu’un solide ne bouge presque pas lorsqu’il subit une per-
cussion, seule sa vitesse varie. C’est le cas par exemple du rebond d’une balle contre un mur.
En acquérant en tres peu de temps une vitesse de rotation autour du bras horizontal, le sac
de sable exerce soudainement une force centrifuge F.=—-M w2lj sur la tige. La tension dans
la tige augmente brutalement pendant le choc alors que le sac de sable ne bouge presque pas.
Cette percussion tend a casser la tige et le bras de la potence, la tension est égale et opposée
a la réaction R de I'axe de rotation.

Prenons ¢ confondu avec O car en ce point les moments de force sont identiquement
nuls : le temps de I'impact les forces passent toutes approximativement par O :

Mo(P,) + Mp(P,) + Mo(T) 20

14



REMARQUE 8. En toute rigueur le point O n’est pas fixe dans un référentiel galiléen car la
Terre se met a tourner lors de I'impact dans le sac. Pour s’en rendre compte il suffit d’imaginer
la méme expérience avec une masse terrestre beaucoup plus faible. La masse de la Terre étant
tres grande par rapport aux masses du projectile et du sac, O est approximativement fixe
dans un référentiel galiléen. Cette approximation permet de ne pas prendre comme systéme
un systéme isolé.

En effet, si ’'on remplacait la Terre par une boule de quelques kilos, il faudrait choisir le systéme
isolé constitué du projectile, du sac, de la tige, de la potence et de la boule. L’interaction
gravitationnelle serait alors négligeable.

La variation dans le temps du moment cinétique du systéme (s + p) par rapport a O
est nulle, il se conserve :

o (s+p)(t1) = 0o (s4p)(t0)
Jwk + plt) x m[@ x p(t1)] = plte) x m¥
Juwk + mL2wk = mLuk

(J +mL*)w =mLv (2.2)
mLv
- T 9.
J +mL? (23)

REMARQUE 9. Une réécriture de (2.2) met en évidence le transfert de moment cinétique

entre le projectile et le sac :
Jw=mL(v — Lw)

Lorsque la masse du projectile est négligeable devant celle du sac de sable m « M :

mlLv

J

w =

\.

REMARQUE 10. A partir de (2.2) p. 15, cherchons quelles sont les approximations qui
donnent la conservation de la quantité de mouvement. Si la dimension verticale du sac est
petite devant [ et/ou si la dimension verticale du sac est petite par rapport a ses dimensions
horizontales alors J ~ MI? et L ~ I, et (2.2) devient :

(Ml2 + le) w =~ mlv
(M +m)V ~mv

ou V = [w est la vitesse horizontale du sac et du projectile apres le choc. Par conséquent, si au
moins 'une des deux conditions précédentes est respectée, nous pouvons écrire la conservation
de la quantité de mouvement lors de 'impact plutét que la conservation du moment cinétique.

2) Seconde méthode : le systeme étudié est le sac de sable seul, noté (s).

Le systeme est a masse variable, sa masse passe de M a M + m. Avant 'impact, les
forces extérieures exercées sur le systéme sont le poids du sac Py et la tension dans la
tige T. Pendant 'impact apparaissent la force f, du projectile sur le sac et le poids du

projectile f’p lorsque la masse du systeme passe de M a M + m.

15



Le théoreme du moment cinétique par rapport au point O s’écrit :

L o d .
D Mo(F) 2 70 (2.4)
Mo(Pyiy) + Mo (T) + Mo(E,) 2 [Go (5 (1) — Fo (5)(t0)]/(t1 — to)

—

Mo () 2 5o (5)(t)/(t — to)
La RFD donne :

- = — d —
Mo(t,) = —Lj x md—:i

dv -

=mL—k

R
Si bien que :
mL ’U—O E: 5')0(3)@1)
t — 1o t — o

mLv = Jw + mL*w

Nous retrouvons (2.2) p. 15.

C Conservation de ’énergie mécanique

La conservation de I’énergie mécanique permet de trouver I'expression de la vitesse du projectile
avant I'impact. Prenons la position initiale du centre de gravité du systéme sac-projectile comme
origine de I’énergie potentielle. Au temps 1, juste apres la fin de I'impact, I’énergie potentielle
du systeme sac-projectile est nulle et I’énergie cinétique est maximale :

Bein(t)) % (J +mL?) w?

mLv \?
) <J+mL2>
mL? )
" <J+mL2) !

L2
m<mJ )1)2 m < M

Avec l'expression de omega (2.3) p. 15 :

Ecin (tl) =

<
+
3
h

(o}

&

N = N —= N

On note ici que pour m < M cette énergie cinétique est tres petite. Nous verrons au § D que
I’énergie cinétique du projectile est en grande partie transformée en énergie thermique.

On mesure l'angle maximal 6,,,, atteint par le systéeme sac-projectile a l'instant t,. L’énergie
cinétique est alors nulle et I’énergie potentielle maximale :

Epot(ta) = Mgl(1 — oS pmas) + mgL(1 — cos Opaz)
= (Ml + mL)g(1 — cosbpmaz)
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Lorsque la masse du projectile est négligeable devant celle du sac de sable, en appelant h,,,, la
hauteur maximale atteinte par le centre de gravité du sac de sable :

Epot(ta) ~ Mgl(1 — cos bpaz) m <« M
~ Mghnaz m <« M

En négligeant les frottements de lair et les frottements au niveau de 1’axe, la conservation de

I’énergie mécanique s’écrit :

Ernéea(tr) = Emeca(ta)
Eein(t1) + Epot(t1) = Eein(t2) + Epor(t2)

m?L? 9
2(J+mL?)
v = %\/Q (J +mL?) (Ml +mL)g(1 — cosOnay)

= (M1 + mL)g(1 = co8 Oynaq)

1
—/2J M ghnaz m <« M
mL

1%

Avec 1 — cos = 2sin?(0/2) :

v = % sin (en;‘w> A/ (J +mL?) (Ml + mL)g (2.5)

2 Hmax
mmsin( 5 > JMgl m <« M

D Conservation de 1’énergie totale

On peut a présent calculer le transfert de chaleur () du projectile au sac de sable lors de I'impact.
On écrit la conservation de 1’énergie totale lors du transfert d’énergie cinétique au moment de
I'impact :

Q = Eczn(tO) - Eczn(tl) (26)
R m?2L? 9
" T U mIy)
m (J +mL?*) —m?L*
= v
2(J +mL?)
1 J ,
—a" (m) ! (27)
1
~ 5 mv®  m < M

La quasi totalité de ’énergie cinétique du projectile est transformée en énergie thermique, une
faible partie est transformée en énergie cinétique du sac et du projectile.
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E Condition pour annuler la percussion

Le théoreme du moment cinétique et la relation fondamentale de la dynamique permettent de
trouver la hauteur d’impact h qui annule une partie de la percussion sur I'axe (la percussion
due a la force centrifuge de mise en rotation du sac de sable ne peut étre annulée).

Soit f la force exercée par le projectile sur le sac, le théoréme du moment cinétique (2.4) p. 16
se réécrit :

e T’_d 2 >
—thfl—E(Jwﬁ—mhw)k

h~ Jo/f

La percussion sur (Oz) est nulle si f sert intégralement a accélérer le sac de sable (et n’est donc
pas transmise a 'axe (Oz)). La RFD donne :

d
- —(M
=g (Mlw)
= Ml

Nous avons donc :

J
- Ml
Cette hauteur est particuliere. En effet, la période du pendule pesant de moment d’inertie J,
de masse M et de longueur [ s’écrit :

h (2.8)

J
T =271\ | ——
m gMl

Celle du pendule simple de longueur h s’écrit :

T =27 E
g

Si on égale ces deux périodes on retrouve (2.8). Il faut donc que le projectile percute le sac de
sable a la distance h de I'axe de rotation, égale a la longueur du pendule simple synchrone avec
le pendule balistique. En effet, lorsque le projectile percute le centre de gravité du sac de sable,
celui-ci prend un mouvement de translation rectiligne seul. Or il doit aussi avoir un mouvement
de rotation. L’'impact doit donc se trouver sous le centre de gravité pour correspondre au
mouvement naturel du sac de sable autour de I'axe (Oz).

En remplacant J par LM dans (2.5) p. 17, nous obtenons pour la vitesse :

2 0
_ . max 2
v=—7 sm( 5 )\/g(LMl—FmL )(M1l+mL)

2(Ml+mL) . (Onas \P
v = sin =
m 2 L

En remplagant J par LM dans (2.7) p. 17, nous avons :
1 Mi ,
©= §m<Mz+mL)”
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LE PROBLEME DE KEPLER

Il s’agit de déterminer I’équation de l'orbite d’une planete a partir de la mécanique de Newton,
en ne considérant que la seule force de gravitation, en négligeant 'interaction gravitationnelle
des planetes entre elles, et en supposant les astres ponctuels. Ce probleme est aussi connu sous
le nom de « probleme des deux corps ».

A Coordonnées polaires

Etant donné que 'on traite ici de la révolution d’une planéte autour du Soleil, il est avantageux
de passer en coordonnées cylindriques (p, 0, z). Les axes des z en coordonnées rectangulaires
(z,y, z) et en cylindriques sont supposés confondus. Nous nous intéressons ici aux coordonnées
polaires (p, 0) prises dans le plan (z,y).

A.1 Expression des vecteurs de base de la base polaire orthonormée (€,,¢€))

Fic. 3.1 — Vecteurs de la base polaire orthonormée

1) Premiére méthode
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En se servant de la figure 3.1, exprimons les vecteurs unitaires de base €, et € en
fonction de ceux de la base rectangulaire normée (i,j) :

&, = cos(0)i + sin()j
& = —sin(A)i + cos(8);]
2) Deuxiéme méthode

Soit M un point de coordonnées polaires (p, 0) et de coordonnées rectangulaires (x,y).
Le changement de coordonnées de polaires vers rectangulaires s’écrit :

{:c = pcos(d)
y = psin(0)

Déterminons les vecteurs unitaires de base €, et ¢ en différentiant le rayon vecteur

p=0 et 0<0 <27

_ —
' = OM exprimé en coordonnées polaires (p, §) dans la base rectangulaire normée (i, j) :

H(z,y) =2l +yj

t(p, ) = pcos(A)i + psin(6)j
. or or
dr(p,0) = (5_p>9dp + <%)pd9

— [cos(0)i + sin(8)j]dp + p[— sin(O)T + cos()j]d8

Les vecteurs unitaires de la base polaire ont alors pour expression,

-

{ép = cos(6)i + sin(#);]

S dr(p, 0) = €,dp + pe, db
€ = —sin(0)i + cos()j (0.0) = & dp + %

A.2 Expression du vecteur position

Cherchons l'expression du vecteur position en coordonnées polaires (p, f) dans la base polaire
orthonormée (€,,€p) :

-

t(p,0) = pcos(A)i + psin(h);
— plcos(8)i + sin(6)j]

A.3 Dérivée des vecteurs de base

Nous aurons besoin de la dérivée des vecteurs de base pour exprimer la vitesse et ['accélération :

de . de g dg g . )
d—tp = —sin(6) rs i+ cos(f) EJ ~ {ép = 08
dé df - do &) = —08
O con() G T sin(0) T % = ~08,

20



A.4 Expression du vecteur vitesse

Le vecteur vitesse est la dérivée premiere du vecteur position par rapport au temps. En coor-
données polaires, dans la base polaire orthonormée, il a pour expression :

dr

dt

\_f»:

¥ = p&, + plé&, (3.1)

A.5 Expression du vecteur accélération

Le vecteur accélération est la dérivée premiere du vecteur vitesse par rapport au temps. En
coordonnées polaires, dans la base polaire orthonormée, il a pour expression :

L dv
a e —
dt
d/..
=3 <pep + p969>
= pE, + pe, + piey + phcy + pdey
— i€, + p&y + ph&y + pAcy — pd7c,
i= (p' — p9'2) g, + (2/)9' + pé> & (3.2)

B Force centrale - Cas général

B.1 Centre d’inertie

Soient m et M les masses de deux astres situés respectivement aux points A et B.

DEFINITION B.1. Centre d’inertie
Le point G tel que
— —> —
mGA+MGB=0
est appelé centre d’inertie, centre de gravité ou centre de masse du systeme.
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Le systéme binaire formé des deux astres est supposé isolé, son centre d’inertie G a un mouve-
ment inertiel. On le suppose fixe au centre du référentiel galiléen R.

DEFINITION B.2. Référentiel de centre de masse
Le référentiel R de centre G est appelé référentiel de centre de masse.

— ~ — =g
Notons 17 = GA et 15 = GB les rayons vecteurs des astres dans R :
mry + Mt =0
B m

» = =T (3.3)

B.2 Masse réduite

Déterminons les rayons vecteur des astres en fonction des données du probléme, c.-a-d. en
—

fonction du vecteur ¥ = BA reliant les deux astres :

— —
BA = BG + GA

= GA - GB
Avec (3.3) p. 22 :
szl—FQ et ?Zfl—FQ
=1"1+M1"1 =— D
_TTH—M17 m+ M
- M 1 = — m I
et l'on a :
F= (3.4)
= T .
YT mt M A
-m
2 7 3.4b
2 m+Mr ( )

Le centre d’inertie se trouve sur le segment de droite [AB] qui relie les deux astres.

REMARQUE 11. Le signe dans les expressions de T; et T> dépend de la convention choisie pour définir
F, c-a-d. T = i(fl - FQ)
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B.3 Relation fondamentale de la dynamique (RFD)

Le systeme binaire est isolé, la somme des forces se réduit a la seule force d’intéraction gravi-
tationnelle entre les deux astres. Ecrivons la RFD dans R pour chacun de deux sous-systémes
constitués d’'un astre. La force est ici extérieure aux sous-systemes mais intérieure au systeme
binaire :

_ d?r _ d?t,
Femt:m_ et Fe:vt:M_
! dt2 2 dt2
 mM  d*[(m + M)t /M] _—mM &*[(m + M)Ty/m]
Cm+M d? Cm+ M dt2
Ces deux relations amenent a poser la définition suivante :
DEFINITION B.3. Masse réduite
Le rapport ayant pour dimension une masse
" déf mM
m+ M
est appelée masse réduite.
Avec cette définition :
— d’r _ d’r
Fert — |, =~ et Fext — _,, ——
1 2 dt2 2 ¥ dt2
La loi de 'action-réaction
ﬁeazt _ _ﬁ exrt
2 = 1

implique que les deux astres sont gouvernés par la méme équation :

&
e

N
ext

, . - . . L. .
Cette équation coincide formellement avec celle d'un point matériel de masse u et de vecteur
position T, en mouvement sous l’action de la force extérieure F ¢** dirigée vers un point fixe d’un
référentiel galiléen. Toute force dirigée vers un point fixe est dite centrale :

F ext — Fé»p

Nous pouvons a tout moment passer des rayon vecteurs T; et T's au rayon vecteur T a condition
de passer des masses m et M a la masse réduite u, et vice versa. Si la trajectoire est établie
pour le rayon vecteur T, les trajectoires 1 et T's seront obtenues grace aux relations (3.4) p. 22.

Par symétrie du probleme et isotropie de 1'espace, chaque force attractive exercée par un astre
sur 'autre est dirigée suivant la droite passant par les deux astres, vers le centre d’inertie du
systeme. Dans le référentiel R de centre de masse, ce dernier est un point fixe. Chaque force
étant constamment dirigée vers ce centre fixe, le probleme est dit a force centrale. Dans ce
référentiel, les forces n'ont de composante que selon le vecteur €,, et le mouvement est donc
plan (aucune force ne permet la sortie de ce plan). En écrivant ceci on fait ’hypothése implicite
que le moment cinétique de chaque astre se conserve, comme nous allons le voir. En utilisant
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'accélération en coordonnées polaires (3.2) p. 21, la RFD s’écrit

- d%r
F ext — -
Hae
- d?(pé,)
Féo=n—4p

- u (,5 _ péQ) &, + 1 <2p'é + pé> g,
e la RFD selon €, donne la premiere relation suivante
M@—ﬁﬂ=F
pup = ppt® + F (3.5)

ou ,upé2 est la force centrifuge.
e la RFD selon € donne la seconde relation :

2p9+pé=0
2pp9+pgé=0
d /5,

4 () -
&@ 0

Nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

THEOREME B.1. Loi des aires
La relation

P =C (3.6)

est appelée loi des aires. C' est la constante des aires, de dimensions le carré d’une lon-
queur divisé par un temps L2T~1.

La loi des aires s’applique a T, donc a chacun des astres du systéme binaire. Elle ne dépend pas
du modele de force, elle est donc valable pour toute force centrale et pas seulement pour la force
gravitationnelle. Nous verrons que selon la premiére loi de Kepler, I'orbite des planetes est une
ellipse dont 1'un des foyer est le centre de gravité G' du systeme planete-Soleil. La constante des
aires est alors simplement le double de I'aire balayée par unité de temps par le rayon vecteur
de la planete, ce qui justifie son nom.

Fic. 3.2 — Aires balayées en des temps égaux
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Soit dA laire infinitésimale balayée par le rayon vecteur p d’un astre en un intervalle de temps
infinitésimal dt. Cette aire est égale au demi-rectangle de cotés p et pdf :

dA = 1px pdb

dA 1 21

— =1,p%

dt 2

dA = ; Cdt
/dAz%C/ dt
0 0

Les aires s1 et so de la figure 3.2 balayées en des temps égaux sont égales. Nous énoncons la

Lor1 B.1. Deuxiéeme loi de Kepler
Le rayon vecteur d’un astre balaye des surfaces d’aires égales en des temps égau.

En une période T, le rayon vecteur parcours la surface totale de I'ellipse, d’aire wab :

Tab T
/ dAz%C/ dt
0 0

2mab

C = 3.7

L (3.7
En introduisant la pulsation w, telle que w = 27/T,
C=wab

B.4 Conservation du moment cinétique

En utilisant la vitesse en coordonnées polaires (3.1) p. 21, le vecteur moment cinétique L de la
masse réduite p s’écrit :

L=rx UV

= p&, x (P, + Pé€9)
p p
Ofxplpo
0 0

= up*0 €.
Sa dérivée par rapport au temps est égale a la somme des moments des forces extérieures :
dL
dt

pe, x I'e,

I
=1

Le moment cinétique est donc constant :

i — éste
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L = pp?0 (3.8)
Notons également la relation

L =uC
La loi des aires et la deuxieme loi de Kepler ne sont autre que la conservation du module
du moment cinétique lorsque la force est centrale. Le théoréme de conservation du moment
cinétique est plus général et plus puissant puisqu’il implique de plus que la trajectoire de
chaque astre soit une courbe plane, dont le plan orbital est perpendiculaire au vecteur moment
cinétique constant de l'astre, ce plan contenant les vecteurs €, et &.

Servons-nous du module du moment cinétique pour réécrire la RFD selon €, (3.5) p. 24 :

. L?
pp=—5 +F
fip

B.5 Force conservative - Conservation de 1’énergie mécanique

Supposons le modele de force F' conservatif, il dérive par rapport a p d’une énergie potentielle
E,. Par symétrie du probleme, I'énergie potentielle ne dépend explicitement que du rayon
vecteur reliant les deux astres. La RFD selon €, s’écrit :
.2 dE(p)
=" 1 (3.9)
La seule force présente étant conservative, I’énergie mécanique E se conserve. Le carré de la
vitesse (3.1) p. 21 permet d’écrire ’énergie cinétique de la masse réduite p :

E,. = %,qu
=1 (/)2 + p292)
On en déduit I’énergie mécanique de la masse p :
E=35p (/52 + p292) + Ey(p)
2

2up?

e D

= 1" + 5— + Ey(p) (3.10)

REMARQUE 12. Cette équation différentielle est la relation (3.9) intégrée une premiere fois par rapport
au temps. En effet, dérivons (3.10) par rapport au temps :
L?p o dEy(p) dp _dF
dp i &t
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B.6 Intégration de ’équation différentielle du mouvement

La relation (3.10) est une intégrale premiere de la REFD selon €, (3.9). Elle s’integre par sépa-
ration des variables et donne la solution générale au probléme sous la forme ¢ = t(p) :

Lup® = E = By(p) — $up’6”
dp :
T =y 2E - Bp)] - p?

Avec le module du moment cinétique, (3.8) p. 26 :

% - _\/E[E — Byp)] - = (3.11)

I p2p?
a) lorsque p est croissant, p(tg) < p(t) et dp/dt = 0. Or dt > 0 donc dp > 0.

I W2 p?

p(t) d
t—ty= / 2 A — (3.12)
o) \J2(E — By(p)] — o

b) lorsque p est décroissant, p(tg) > p(t) et dp/dt < 0. Or dt > 0 donc dp < 0.

@:¢ﬂE—&@L—“dt

dp=—¢3w—ﬁumy—L2

I w2 p?

dt

p(t) -d
t—ty = / P :
plto) \/5 [E — Ey(p)] — £
Cette relation donne de facon implicite le rayon vecteur en fonction du temps. Pour obtenir
I’équation de la trajectoire 6 = 0(p), reprenons le module du moment cinétique, (3.8) p. 26 :

a6 — = at

p1p?
On pose 0(t = ty) = by.

a) lorsque p est croissant, en remplagant d¢ par dp grace a (3.11) :

p(8) p% dp ( )
0 — 0, — / 3.13
o00) \/20[E — E,(p)] — L?/p?

b) lorsque p est décroissant

60 / " —pdp
gy =
p(00) N 20[E — Ep(p)] — L2/p?
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B.7 Potentiel effectif
La RFD selon €, (3.9) p. 26 s’écrit :
d [ L?
s d L s
"=, l2up2*_ p(p{

Le mouvement radial est similaire & un mouvement a une dimension (avec p > 0) dans un
potentiel dit effectif (ou efficace).

DEFINITION B.4. Potentiel effectif
On appelle potentiel effectif, le potentiel :

2

def L
Vers(p) = o + Ep(p)

o L?/(2up?) est appelé énergie centrifuge. La RFD selon de ce mouvement linéaire s’écrit

dVers(p)

dp

et I’énergie mécanique du mouvement a une dimension a pour expression :

E = 310" + Very

B.8 FEtude de la trajectoire

Lorsque les limites du domaine du mouvement sont atteintes, I’énergie cinétique radiale est nulle
et I'énergie potentielle effective est donc maximale. Toute I’énergie mécanique du mouvement
linéaire est sous forme potentielle :

La vitesse radiale p est alors nulle mais pas la vitesse angulaire ,09, et la distance radiale p
est extremale. En ces points de rebroussement appelés apsides, périapside pour le point de la
trajectoire le plus proche de I'autre astre, et apoapside pour celui le plus loin, la fonction p(t)
de croissante devient décroissante ou inversement.

Si le domaine de variation de p n’a qu’une limite inférieure, p = ppin, la trajectoire commence
a l'infini et finit & U'infini. Si le domaine admet deux limites, ppae = P = Pmin, le mouvement est
fini et compris entre les cercles ppin €t pmae. Cependant cela ne signifie pas que la trajectoire
est fermée, elle ne repasse pas forcément exactement par les mémes points avec le méme vecteur
vitesse au bout d'un temps fini. Entre deux passages par p.. en passant par p,.,, le rayon
vecteur a tourné d’un angle

Pmax %dp
A =2 L —
pmin N 20[E — Ey(p)] = L2/p
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Pour que la trajectoire soit fermée cet angle doit étre une fraction rationnelle de 27, de la

forme : m
A0 = — 27
n

avec m et n entiers. Ainsi apres n période de temps (par exemple n passages en ppq.), I'angle
aura tourné de m fois 27, et la trajectoire se refermera. En général, pour une forme quelconque
de I'énergie potentielle £,, I'angle n’est pas une fraction rationnelle de 27 et la trajectoire n’est
pas fermée. Elle remplit tout I'anneau compris entre pp,, €t pPmae- Il n'existe que deux types
de champs centraux pour lesquels les trajectoires sont fermées, les champs en 1/p et en p?. En
général donc, la trajectoire a la forme suivante

Fic. 3.3 — Trajectoire dans un champ central quelconque

Le champ en 1/p est celui de la gravitation non relativiste et celui en p? est celui de 1'oscillateur
spatial.

Si I'on prend 6 = 6, aux apsides, les segments de trajectoire adjacents de chaque coté de ces
points ne different que par le signe de 6 :

Pmazx %dp
emin - ema:r = £ 57 2
puin N 20[E — Ep(p)] — L?/p
et
. L
ema:v - emln = /pmm de
pmas —N 2ME — Ey(p)] — L?/p?
max L
Hmin - emam = = ' d dp
pmin N 2ULE — Ey(p)] — L?/p?
La trajectoire est donc symétrique de part et d’autre de 6 = 6y. Par conséquent toute la

trajectoire est symétrique par répétition de l'arc de trajectoire de ppin & Pimaz, PUIS de Pras &
Prmins PUIS d€ prin & Pmaz, €tc. Cela concerne également les trajectoires infinies formées de deux
branches symétriques, allant de I'infini a p,,;, puis de pp, & U'infini.
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B.9 Cas ou le rayon vecteur tend vers zéro

Dans I’équation de conservation de I’énergie mécanique (3.10) p. 26, I’énergie cinétique étant
toujours positive :
2

0<FE— - FE
< 2up2 p(p)
) I
P Ey(p) < p°E — oM

Pour L # 0, c.-a-d. pour une trajectoire qui n’est pas rectiligne dirigée vers le centre de gravité
commun, cette derniere relation est toujours vraie, en particulier pour un rayon vecteur tendant
vers zéro. L’énergie mécanique étant constante, le terme associé tend vers zéro :

2
lim[p®E,(p)] < lim p*E — lim —

p—0 p—0 p—0 2/
9 L?

lim|p*F. -

e Erlp)l < =57

Le terme de droite est constant et négatif, par conséquent celui de gauche ne peut tendre vers
zéro. Donc p ne peut tendre vers zéro que si E,(p) tend vers —oo plus vite de p? vers zéro. Deux
possibilités :

e soit E,(p) = —a/p? avec a > L*/(2p)

e soit E,(p) = —A/r"™ avec A une constante positive quelconque et n > 2

En général donc, I'existence d’une énergie centrifuge empéche les corps de rejoindre le centre
de gravité commun.

C Force de gravitation

C.1 Relation fondamentale de la dynamique

Reprenons la RFD selon le rayon vecteur (3.5) p. 24 et la loi des aires (3.6) p. 24 valables pour
tout modele de force centrale. Le modele de Hooke pour la force de gravitation est en raison
inverse du carré de la distance des deux astres (qui varie dans le temps). Notons G la constante
de gravitation de dimensions L3T~2M~!. La RFD donne les deux équations différentielles :

. : mM . .
m (p - p92> =—G— p’p—p'6> = —GMp
. p = 412 2
pp+GMp—C?* =0 (3.14)

En raisonnant sur I’énergie plutot que sur les forces, nous obtiendrons la méme équation diffé-
rentielle intégrée une premiere fois par rapport au temps. En effet, la RFD est équivalente a la
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conservation de I’énergie mécanique lorsque les forces dérivent d’un potentiel. Le théoreme de
I’énergie cinétique permet de travailler sur la vitesse par l'intermédiaire de 1’énergie cinétique,
plutot que sur 'accélération.

C.2 Force conservative - Conservation de I’énergie mécanique

Cherchons le potentiel de la force gravitationnelle exercée sur un astre, autrement dit 1’énergie
potentielle de pesanteur E,,(p) de cet astre dans le champ de gravitation de 'autre astre :

—5— &, = —grad Epp(p)

. 0Epp(p) g
op "

|
Q
@
>
|

On pose a = GmM constante toujours positive :

o dE,,(p)

p? dp

Seule une différence d’énergie potentielle intervient si bien qu’elle est toujours définie a une
constante additive pres. Ajuster la valeur de cette constante nous permet de définir le zéro de
I’énergie potentielle ot cela nous convient le mieux.

e en fixant les bornes d’intégration :
!

P rod
/ dE,, = o / ik
p=+0 p=+x0 P

Bl = o |5]

p=-+00

a
Epp(p) = — ;

e en raisonnant sur la constante d’intégration :

dp
/dEpp = ?

«
E - 4 Cste
pp )

Prendre une constante nulle revient a poser E,, = 0 en p = +00.

REMARQUE 13. Le potentiel effectif a pour expression

L?*(m) «

Vers(p) = mp?
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Avec ce modele d’énergie potentielle, le cas général (3.10) p. 26 devient :
2

1, -2 o
ZHP —-—=F
2 2up*  p
L L2 2
1257+ - % — 2Fu (3.15)

D’apres (3.12) p. 27, 'équation t = t(p) a pour expression :

t—ty =

/ (to) 2 L2
I

D’apres (3.13) p. 27, 'équation du mouvement p = p() a pour expression :
L
L qp

p(0)
0— 0, = /
p(fo) \/ 2 N E _|_
Nous pouvons chercher a résoudre cette intégrale ou travailler directement sur I’équation diffé-
rentielle.

C.3 Intégration de I’équation différentielle du mouvement

Pour intégrer I’équation différentielle et obtenir I’équation de la trajectoire de la forme p = p(@),
nous supprimons le temps grace a (3.8) p. 26 :

, do
L=
pp? q&u
2
pp=dd
- 1
dt 7 (3.16)
Le premier terme de I’équation différentielle (3.15) s’écrit :
o (dp)’
T
r(ay
w2 \ pdo
Or,
do 2 dp
AT,
donc,

. dp~1\?
2:2 _ 12
et = 12 (%)

L’équation différentielle (3.15) p. 32 devient :

dpt S 2ua
v (%) + 5o -

dp~1\? L ua\®  pay?
2 - — - =
L<d9>+(p o) () — 26
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Nous n’avons plus que des termes en p~'. Effectuons un premier changement de variable
r=Lp !

L’équation différentielle devient :
dr)? Jhan 2 Loy 2
5+ 1) -2 ()
(de) (=) PET
Posons la constante A = 2Fu + (”L—O‘)2 et effectuons un deuxiéme changement de variable :

r=r——

L

2
<%) +rr=A

o ()] < () -

Effectuons un troisieme et dernier changement de variable

L’équation différentielle devient :

r
r = ﬁ
L’équation différentielle devient :
dr\ 2
(d—g> +r2 =1 (3.17)
1) Premiere méthode de résolution
dr 1/2
@ =+ (1 - T2)
40— + dr
(1—72)"?

Si le signe est positif cette équation s’integre en arcosinus plus un angle constant ¢ :

0 = arccos(r) + ¢
r = cos(6 — ¢)

Si le signe est négatif cette équation s’integre en arcsinus plus un angle constant f3 :

0 = arcsin(r) +
r = sin(f — B)

Pour 5 = ¢ — /2,
r =sin(d — ¢ + 7/2)
= cos(f — ¢)

Les solutions étant identiques, on conserve r = cos(6 — ¢).
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2) Deuxieme méthode de résolution

Dérivons par rapport a 6 :

d | [dr\>
@'(@) +7’]—0

Zﬁ&—%ZT@:O
dg do? de
d?r
@—H“:O
r = cos(f — ¢)

Revenons a la variable p :

r = /Acos( — ¢)

r= %Jr\/Zcos(@—(b)

L L
i s [1 + —+/Acos(h — qb)]
P L o
L? L -
p=— [1 + —+V Acos(f — gb)]
Jite" e’
On pose la constante
LQ
- = 3.18
P=a (3.18)

et 'on reconnait une section conique (section d’un céne par un plan) de paramétre p, d’équation
polaire ayant son foyer a l'origine des coordonnées

_ P
1+ ecos(d — o)

L 2
e= —\/QEM + (ﬁ)
iz’ L
2E 2

pa?

p (3.19)

et d’excentricité

e=4/1+
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C.4 Etude de la trajectoire

C.5 L’excentricité e

L’excentricité est sans dimension. Elle est positive ou nulle et définit la forme de 'orbite :
— Si B = —pa?/(2L%) alors e = 0 et p = p, Porbite est un cercle, la trajectoire est fermée.
Nous voyons que p est le parametre de taille de I'orbite

— Si —pa?/(2L%) < E < 0 alors 0 < e < 1, lorbite est une ellipse, la trajectoire est
fermée

— Si F = 0 alors e = 1, la trajectoire est une parabole

— Si E > 0 alors e > 1, la trajectoire est une hyperbole

[ REMARQUE 14. Pour un champ de répulsion la trajectoire est toujours hyperbolique. ]

Notons également la relation

, 2EL?

e —1= 5
176’

| 2EL
pa’

et puisque ’énergie mécanique est strictement négative pour une orbite elliptique :

(3.20)

C.6 L’ellipse

Pour 0 < e < 1 (donc pour E < 0) et pour ¢ = 0, (3.19) p. 34 est une ellipse centrée sur
o(—c,0) dans le repere (F,xz,y), ou F et F’ sont les foyers de 'ellipse.
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Fi1G. 3.4 — Orbite elliptique

L’angle 0 est appelé anomalie vraie. Nous pouvons énoncer la

Lo1 C.1. Premiere loi de Kepler
Les planetes décrivent des ellipses dont le centre de gravité du systéme planéte-Soleil
occupe l'un des foyers.

REMARQUE 15. Le Soleil décrit également une ellipse dont le centre de gravité du systéme planéte-
Soleil occupe 'un des foyers. A I'exception de Jupiter le centre de gravité du systéme planéte-Soleil est
dans le Soleil.

Le couple (p,e) définit une ellipse de maniére unique, sa taille et sa forme. En coordonnées
rectangulaires, I’équation d’une ellipse dont le grand axe est sur I'axe des abscisses, s’écrit :

Le couple formé du demi-grand axe a et du demi-petit axe b permet donc aussi de définir parfai-
tement une ellipse. En étudiant le passage des coordonnées polaires (p, 0) vers les coordonnées
rectangulaires (x,y) de I'équation d’une méme ellipse, nous obtenons les relations suivantes :

b2

p= (3.21a)

a

b2
e=4\/1-— (3.21D)
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C.7 Orientation de ellipse

A partir de 'équation polaire d’une conique (3.19) p. 34, pour 6 = ¢+ 2km, k € Z nous avons :
0 — ¢ =2km
cos(f — @) = cos(2km)
=1
si bien que
__p
1+e

= Pmin

p

Nous sommes au périhélie, point de 1'orbite le plus proche du Soleil. Le grand axe de l'ellipse
fait donc un angle ¢ avec 'axe des abscisses.

Fi1G. 3.5 — Orientation de l'ellipse

Pour 6 = ¢ + (2k + 1)7, k € Z nous avons :
0—¢=m+2kn

cos(f — ¢) = —1
. p
P= 1—e
= Pmaz

Nous sommes a ’aphélie, point de 'orbite le plus éloigné du Soleil.

L’orbite de la Terre autour du Soleil est dans un plan appelé plan de [’écliptique, qui contient a
chaque instant la Terre et le Soleil. La révolution terrestre donne lieu au mouvement apparent
annuel du Soleil a travers les constellations du zodiac. Le plan de I’écliptique fait un angle de
23°26’ avec le plan de I’équateur terrestre, et leur intersection forme une droite dans I'espace.
Chaque année vers le 21 septembre, le Soleil passe a travers le plan de I’équateur terrestre en
allant du Nord au Sud. On pose # = 0° & ce moment précis appelé équinoze d’automne (EA),
en retour cela fixe la valeur ¢ ~ 103°. Sur la figure 3.6 I’axe des abscisses est confondu avec la
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droite d’intersection des deux plans. Dans 'hémisphere Nord, le Soleil de midi monte de moins
en moins haut dans le ciel et en 6§ = /2 vers le 21 décembre il atteint son point le plus bas
dans le ciel, au solstice d’hiver (SH). Le Soleil de midi remonte alors dans le ciel et en § = 7
vers le 21 mars il passe a nouveau a travers le plan de I’équateur terrestre, cette fois en allant
du Sud au Nord, a [’équinoze de printemps (EP). La droite passant par les équinoxes est donc
la droite d’intersection des deux plans. Le Soleil de midi continue de monter et en 6 = 37/2
vers le 21 juin il atteint son point le plus haut dans le ciel, au solstice d’été (SE).

ClsH

EP//i:?\\\EA N

Fi1Gc. 3.6 — Orientation de ’ellipse terrestre

C.8 Demi-grand axe a

Soit 2a la longueur du grand axe de 1’ellipse :

_ Pmin + Pmaz
2
Lip p
_5(1+e+1—e)
P
1—e2
Avec les expressions du parametre (3.18) p. 34 et de I'excentricité (3.20) p. 35 :
L2 MQQ
= x —/——
po 2|E|L?
a
= — 3.22
On note également la relation
p=a(l—¢é?) (3.23)
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Exprimons le rayon minimum en fonction du demi-grand axe :

N
Pmin = 17
a(l—e?)
 l+e
=a(l —e)
De méme pour le rayon maximum :
_ D
pM(zx - 1 —e
a(l —¢?)
 1-e
=a(l +e)

C.9 Demi-petit axe b

En reprenant I'excentricité en fonction de a et b, (3.21b) p. 36, et 'expression de 1’excentricité
(3.20) p. 35

b2
2
@ -1=-—
v =a® (1-¢?)
_ o 2B
- a?
L2
_ C;—a (3.24)
Avec l'expression du demi-grand axe (3.22) p. 38 :
2 O L?
2|E|  po
B L
2[E|p

C.10 Période de révolution T

A partir du carré de (3.7) p. 25 et de b en fonction de a, (3.24) p. 39, nous évaluons la période
de révolution en fonction du demi-grand axe a :

o  Ama’b?
T == T

B 4mlad L2 p?
- Lo

T2 _ 4ma’p

(3.25)

«
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Ceci constitue la :

Lo1 C.2. Troisieme loi de Kepler
Le carré de la période de révolution est proportionnel au cube du demi-grand axe de [’el-
lipse.

Nous avons aussi
2mabp

L
2T « L

X X
L 2B " 2l

=TT a
2|E[?

La période ne dépend donc que de I’énergie lorsque les masses sont fixées.

T

D Equations paramétriques

D.1 Angle en fonction du temps

Les équations paramétriques du temps vont nous permettre de connaitre la position de la
planéte en fonction du temps.

Cherchons tout d’abord 6 = 6(¢). En utilisant la loi des aires (3.16) p. 32 et I’équation de I'orbite
(3.19) p. 34 :

dt = —dé

p>do
C[1 + ecos(f — ¢)]?

T B p2 J de
/0 dt_?/qﬁ [1+ ecos(d — ¢)]?

ou 'on a pris comme condition initiale que la planete est au périhélie, c.-a-d. 8 = ¢ a t = 0. Le
membre de droite s’intégre en termes de fonctions élémentaires. Le résultat est trouvé grace au
logiciel de calcul formel Maxima. Pour une trajectoire elliptique, 0 < e < 1, nous avons :

(1 —e)sin(¥ — @) }
V1 —e?[cos(V — @) + 1]

7
C
it =

2
T = m arctan {

2esin(d — @)

T (eB—e2—e+1)sin2(I—
( [cos(;{;s)+1§ 9 _ (e3 4+ e2—e—1)[cos( — ¢) + 1]

Cette relation est trop complexe pour que son inversion § = 6(t), ne soit possible analytique-
ment.
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D.2 Rayon en fonction du temps

D’apres (3.12) p. 27, 'équation ¢t = t(p) a pour expression :

p(t) +d
t—ty = =P
p(to) 2 a) L2
\/u <E T p) w2 p?
u p(t) +pdp
2 J p(to) \/Ep2 +ap — %
/ +pdp
A2 E|
2By N
car E étant négative, E//|E| = —1. Remplagons les constantes E et L par les constantes a et e.
A partir des expressions du parametre (3.18) p. 34 et (3.23) p. 38 :
L2
— =D
Jite
2

Avec (3.22) p. 38 :

Bl =
2a
R
2|F| «
De plus
L paa(l—e?)2a
2u|E| 2
= q? (1 — 62)
D’ou,

pa Pt +pdp
t—ty = _ _
oito) \/—P* + 2ap — a?(1 — €?)
4/““ /p(t +'0dp (3.26)
oito) \/a%e? — (a —

Nous avons vu au § C.8 p. 38 que le rayon vecteur varie entre a — ae et a + ae. Cela suggere
d’effectuer le changement de variable :

p=a—aecosy, Y e |0, ] (3.27)

L’angle v, appelé anomalie excentrique remplace le rayon vecteur. Nous avons alors,
— = aesin
dy v
dp = aesiny dy

41



On suppose de nouveau qu’a l'instant initial la planete est au périhélie, donc a l'instant initial
P = Pmin <=V =0et 0= 0.

ol
[
= @/f(l — ecos ) dy
S G

= %a:% (Y — esin) (3.28)

La planete effectue une demi-période T/2 quand p varie de ppin & Pmaz, c-a-d. quand 1) varie
deO0am:

T pad .
— =A|— (7 — esinn)
2 a

3
T = omy [ B
[0

On retrouve bien la période de révolution (3.25) p. 39.

En introduisant la période T" puis la pulsation w dans (3.28), la solution de I’équation différen-
tielle devient :

t—ty = %(@Z)—esinw)

w(t —tg) =1 —esiny (3.29)
appelée équation de Kepler. L’angle w(t — to) s’appelle anomalie moyenne.

Revenons a la variable p en inversant le changement de variable (3.27) p. 41. Dans la pratique
cela n’est jamais fait, nous allons voir pourquoi.

p=a— aecosy

azpP_ cos
ae
1) = arccos <a — p)
ae
ce qui donne
w(t — ty) = arccos <a —_ p) — e sin arccos (a — '0) (3.30)
ae ae

On fixe p pour obtenir ¢t —ty. Pour la détermination de I'angle 6 a partir d’un rayon p fixé, nous
utilisons 1'équation de 'orbite (3.19) p. 34 :
p+pecos(d — ¢) = p

cos(f — ¢) = pp—ep

0 = arccos (p—p) + ¢
pe
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Cette méthode n’est pas optimale pour un calcul sur ordinateur, avec un sinus d’arcosinus dans
I'expression (3.30). 11 est préférable de fixer ¢ pour trouver la durée t — ty grace a 1’équation
de Kepler (3.29), puis de trouver la distance au Soleil p en utilisant le changement de variable
(3.27) p. 41. Enfin, nous pouvons trouver la valeur correspondante de I'angle 6 en utilisant
I'équation de l'orbite (3.19) p. 34 et le changement de variable (3.27) qui donne chacun le
rayon p :

a — aecosy = P
1+ ecos(d — o)
a(l —e?)
1+ ecos(f— o) = a(l—ccos?)
1—e?—(1—-ecos)
ecos(f — @) = ecosd
0 _cosy—e
cos(f —¢) = 1 —ecosv
0 = arccos (*COSIP —° ) + ¢
1 —ecosvy
Nous pouvons utiliser une forme alternative pour exprimer # en fonction de v :
cosy —e
1 —cos(d — o) = 1_71—ecosw
,2(9—¢> 1—ecosty —cost + e
2sin =
2 1 —ecosvy
(I +e)(1 —cosy)
B 1—ecosvy
et,
cosy — e
1+ cos(0—¢) = 1+71—ecosw
2<Q—gb) 1 —ecosty + cosyp —e
2 cos =
1 —ecosvy
(I —e)(1+ cosv)
- 1 —ecosvy

en faisant le rapport :
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LE TENSEUR D’INERTIE

Le tenseur d’inertie calculé dans le repere principal d’inertie ayant pour centre le centre d’inertie
d’un solide est une caractéristique intrinseque de ce solide. Il apparait naturellement dans
I'expression du moment d’inertie (répartition de la masse autour d’un axe de rotation) qui
est nécessaire pour le calcul du moment cinétique d’un solide, et de son énergie cinétique de
rotation.

A Moment d’inertie

Soit un solide S et soit A un axe quelconque ne passant pas nécessairement par S, de direction
fixe dans le repere R.

A

Fi1G. 4.1 — Solide et axe de rotation quelconques

Le moment d’inertie du solide S par rapport a I’axe A est un scalaire qui caractérise l'inertie
en rotation du solide S autour de I'axe A.
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DEFINITION A.1. Moment d’inertie
Le moment d’inertie d'un systéme par rapport a un axe A, est la somme des masses de
ce systeme, pondérées par leurs distances a I’axe au carré :

def
In € Zmzrf
i

Pour un systeme continu :

DEFINITION A.2. Moment d’inertie
Le moment d’inertie par rapport a un axe A, d'un solide S de volume V et de masse

volumique p, a pour expression :
Iy /// prid®V
1%

Le moment d’inertie est fonction de 2, il dépend donc du choix de 'axe A, mais pas du choix
du repere R, car seule la distance a ’axe intervient.

REMARQUE 16. Lorsque le solide est homogeéne, sa densité est constante dans 1’espace et ’on peut
sortir p de 'intégrale de volume.

B Tenseur d’inertie

Cherchons I'expression du moment d’inertie par rapport a un axe quelconque A, en fonction du
tenseur d’inertie. Considérons un repere orthonormé R dont le centre O est _sur laxe A. Soit
un élément de volume du solide S, de masse dm, situé au point M tel que OM(z1, x2, z3), et
soit (w1, us, uz) un vecteur unitaire porté par I'axe A. On appelle H la projection orthogonale
de M sur 'axe A, tel que r = M H.

En appliquant le théoréme de pythagore dans le triangle OM H rectangle en H :

MH? = OM? — OH?
— OM?* — (OM - u)?

2 2 2 2
= x] + x5 + x5 — (T1u1 + Tous + T3U3)

Le vecteur U étant unitaire



si bien que :
MH? = [u% +uj + Ug] [xf + a5+ ffg] — (wmxy + ugzs + u:ﬂg)2
= [u% + u% + ug] [SL’% + :1:% + SL’%]
— [u?x% + u%x% + u%x% + 2U U1 Ty — 2UU3T2 T3 — 2u1u3x1x3]
= u% (37% + x%) + ug (xf + :c%) + u§ (:c% + x%)

— 2U1U2[L‘1l‘2 — QUQU3I‘25L'3 — 2U1U3?E1[L‘3

A

=l

€3

X2
X1

Ecrivons le moment d’inertie par rapport a 'axe A :

In = /// p MH?dV
\%

—ﬁ/p@+ﬁww+@/
174

p@%ﬁ@&V+@/p@%ﬁ@&V
174

1%
— U Uy / p 21120 APV — u2u3/ p2xox5 A3V — u1u3/ p2x125 3V (4.1)
1% 1% 1%

Nous avons alors le produit scalaire suivant :

Uy f,o (23 + 23) B3V — uy fpxlxg APV — ug f priw3 A3V Uy

In= | —ui [ prizo PV +us [ p(af + 23) PV — ug [ proxs PPV |- [ us
—uy [ pr123 PV — uy [ proxs AV + ug [ p (2] + 23) d*V U3
_fp(:pg +23) PV — [ priay &PV — [ pr1xs PPV Uy Uy
= | — [prizo PV [p(af +23) PV — [ proxs &PV U |- | o
| — [ pnizg PV — [ proxz d®V [ p(aF + 23) PV | \us us
In =[I]otu- 1 (4.2)

ou [I]o est le tenseur d’inertie du solide S calculé au centre O du repere R. L’opération [[]o U
est la multiplication de la matrice [I]p par le vecteur U, elle donne un vecteur. L’opération
suivante est le produit scalaire de deux vecteurs et ’on a :

[[ow-U=1u-[Ilod
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Les composantes du tenseur d’inertie sont des fonctions de x1, x5 et x3, il dépend donc du choix
du repére R (position du centre O et orientation des axes). En revanche il ne dépend pas de
laxe A. La dépendance de Ix a I'axe A se fait uniquement par le vecteur unitaire o porté par

l'axe A.

Dans l'expression du premier terme, z3 + 22 est la distance au carré a 'axe x;. Les termes
diagonaux sont par conséquent les moments d’inertie par rapport aux axes x1, xo, 3 du repere
R. Montrons-le pour un axe de rotation A confondu avec I'axe x3, donc portant le vecteur
unitaire k. Supposons la masse volumique p constante :

Iy = [I)ok - k
[ [(23+22) BBV — [22, ¥V — [223d3V 0 0
=p| — [z d®V  [(2}+23) BV — [2ox3 PV 0f-(0
| Sz PV — [woxs B3V [ (af + 23) d*V 1 1

— [[] w123 B3V 0
=p| —[[[w2x3d®V |- |0

JIJ (e +23) &V ) \1

=,0///(x%+x§) &V

qui est le moment d’inertie par rapport a ’axe x3. Les opposés des termes non diagonaux sont
appelés produits d’inertie.

DEFINITION B.1. Tenseur d’inertie
Le tenseur d’inertie d’un solide de volume V' et de masse volumique p, calculé au centre
O d’un repére R s’écrit :
fffp 3 +23) PV — [[[ prize &PV — [ prrzs PV
Lo | "= ] prres V([ p(a2 +a3) &V~ [[] prary &V
S prraadV =] praaa V[ (e} + a3) &V

In  —Le —1Ii3
[Ilo=|—Ian In —Is
—I31 —1I3  Is3

ol la convention de signe permet d’avoir des produits d’inertie positif.

A

=
NOTATION. Le tenseur [I] est aussi noté I, I, I, I, I, I, et en notation indicielle I;; :
IA = Iijuiuj

avec une sommation sur les indices répétés. A partir du tenseur d’inertie en un point O, on trouve le
moment d’inertie par rapport a n’importe quel axe passant par O. Le tenseur d’inertie prend en entrée
deux vecteurs (deux fois le vecteur unité porté par ’axe de rotation), et donne en sortie un scalaire
(le moment d’inertie par rapport a ’axe de rotation). C’est donc une forme bilinéaire, appelée tenseur
deux fois covariant.

Deux indices permettent de repérer ses éléments, c’est donc un tenseur d’ordre deux. Il est
covariant, les indices seront en bas par convention. Il est symétrique :
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Les indices pouvant prendre trois valeurs, il appartient a un espace vectoriel de dimension 3. La
dimension de I’espace puissance 'ordre du tenseur donne le nombre de composantes du tenseur,
soit 3% = 9 composantes.

C Repere principal d’inertie

Comme tout tenseur symétrique d’ordre deux, le tenseur d’inertie en tout point O peut étre
diagonalisé. 11 existe donc un repére principal d’inertie (O, ]31,]32, 133), composé de trois axes
principauzr d’inertie passant par O, dans lequel le tenseur d’inertie est diagonal. Plagons-nous
dans un repere R de centre O et cherchons 'expression des vecteurs propres ﬁl, ﬁz, §3, et des
valeurs propres Iy, Is, I3 solutions des trois équations aux valeurs propres :

[I]oP' = I,P!
[I]oP? = I,P?
[IoP? = I;P?

C.1 Moments principaux d’inertie

Soient I un scalaire et ls(pl, P2, p3) un vecteur non nuls tels que l'on ait :

[I]oP = IP
Ly —Ip —[13_ y41 i 00 b1
—Iy Iy —Is| | p2]= I 0f[p2
—I31 —I3p I3 D3 0 I \p3

I—1n Lo I3 4!
In I — Iy I3 P2 | =
I3 Iyp 1T —1I33| \ps

(4.3)

oo OO N

Ce systéme admet des solutions non triviales (différentes de zéro) si le déterminant de la matrice
des coefficients est nul,

I -1 1o I3
I I —1Iy Ios =0
I, Iy T —1Is3

qui donne [’équation caractéristique :
(I = ) [(I = Ip2)(I — I33) — Isalps) — Io1[T1o(] — I33) — Isolus] + Isi[T121o3 — (I — Iy2)113] = 0
Ce polynéme @) est du troisieme degré en [

Q=13+a1]2+a21+a3

qui admet trois racines Iy, I, I3. Ces trois solutions de I’équation () = 0 sont les valeurs propres
du tenseur d’inertie, aussi appelées moments principauz d’inertie au point O. Pour le premier
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vecteur propre 131(p%, ps, p3) de valeur propre I; nous avons :

[I]oP' = I,P!

Iy —Le —Ii3 p% L 0 0 p%
=1y Iy —Ia3 p% =(0 L O p%
—I31 —I30  I33 pé 0 0 L P:ls

C.2 Axes principaux d’inertie

Résolvons le systeme (4.3) p. 49 avec les différentes valeurs possibles de I. Pour la valeur propre

I, associée au vecteur propre P!(pi, pl, pi) :

L —1I; Lo I3 p} 0
I I — Iy I3 p% =10 (4-4)
I3 I3y I — Iz | \p3 0

(L1 = Ii1)py + Lopy + Tizpy = 0

Ipy + (It — Inp)py + Iosps = 0

Isipy + Isoph + (I — I33)ps = 0
Nous n’a_yons pas besoirl de résoudre ce systéme car nous n’avons _l?esoin que de la direction du
vecteur P!. En effet si P! est solution alors si a est un scalaire P! est aussi solution :

I — Iy I I3 p} 0

a I I — Iy I3 py|=a|0
I3 I3, I — Iz | \p3 0

L —1n Is I3 ozp% 0
Iy I — Iy I3 ozpé = {0

I3, I3y I — Iz | \apj 0

Le module |P!|| étant quelconque nous pouvons fixer la valeur de la premiére composante,

pi=1:
[1227% + [1327%, =11 -1

(I, — [22)27% + [2327%, =—In
[322?% + (I, — [33)17:15 = —1I3

Deux équations parmi ces trois suffisent a trouver p} et pi, c.-a-d. la direction dans R du premier

axe principal d’inertie :
I1o Ly| (p2) _ (In—1
(11 - —722) I3 p%, —1Iy

Soit D le déterminant de la matrice carrée, résolvons par la méthode de Cramer :

1|[u Iy — I

I1—1; T
P I el 1 17 Ay A R

_[21 [23

PQ—D

20



Nous avons l'expression du premier vecteur propre P! (P!, Py, P}). Nous procédons de méme
avec P2 et P3, les deux autres vecteurs propres portés par les azes principaux d’inertie. Ainsi il
existe un repere principal d’inertie en tout point O.

Montrons que les directions principales sont orthogonales. Désignons les directions des axes
principaux d’inertie par les vecteurs unitaires 1y, np, N3, et faisons apparaitre leurs produits
scalaires. Pour iy (n},n? n?) et le scalaire I, (4.4) p. 50 s’écrit :

[1ﬁ1 = [[]ﬁl

De méme pour fiy(nd, n3,n3) :
IQﬁQ = [[]ﬁg

Effectuons le produit scalaire

Ly —Lsy —I3 n% n%
(I -0y = | —Ion Ty —Dog| [ n]]- [ n3
_—[31 —I3 33 n} nj

[117’1% — [127’1,% — ]'1377/:1S n%

= —[217’1% + [227’1,% — [2377/? . n%

—[317’1,% — [327’1,% + [3377/? n%

1.1 2.1 3,1
1,2 2.2 3,2

1,3 2,3 3,3
— Isinns — Isonins + I33ning

Par symétrie du tenseur d’inertie, échangeons I;; par I;;
[I]ﬁl . ﬁg 211171%71% — Igln%né — Iglni’né
— Ionini + Lyn2ni — Isyning
— Lisnini — Iysning + Issning
ZIH'I’L%TL% — [127’1,377& — [1377/%77&
— 121n§n§ + IQQTL%TL% — Iggngn%

1,3 2,3 3,3
— IngLQTLl — 132712”1 + IggTLQ’I’Ll

[1177,% — ]1277,% — [1377/% n%
= —[2177,% + ]2277,% — [2377/% . n%
—[3177,% — ]3277,% + [3377/% ni’
Ly —Ly —I3 n% n%
= |1 Iy —Iy ns |- | ni
_—[31 —I3p 33 nj n}
= [[]ﬁQ ﬁl

donc

Si I; # Iy alors 0y - iy = 0 et les axes principaux d’inertie sont orthogonaux deux a deux.
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Cherchons 'expression du tenseur d’inertie dans le repeére principal d’inertie (O, i, fig, 1i3). Soit
@ un vecteur porté par un axe de rotation quelconque A :

W = will] + welly + w33
Soit L un vecteur tel que :
L= [I]o&
Ly1iy + Lofly + Latiy = [I]o(wiil] + wolly + wsil3)
= wi[I]om + wa[I oty + ws[I]ons
= w110 + wolonly + w3l3n

Par conséquent

Ll = [lwl Il 0 0 w1 L1
Ly = Ihws = 0 I, 0 we | = | Lo
L3 = IgWg 0 0 [3 w3 L3
d’out 'expression du tenseur principal d’inertie au point O :
L, 0 0
[Ilo=10 I O
0 0 I3

I1 dépend du choix du point O. En revanche le tenseur principal d’inertie [[]g calculé dans le
repere principal d’inertie ayant pour centre le centre d’inertie G' du systeme, est une caracté-
ristique intrinseque de ce systeme (elle ne dépend que du systéme), comme le sont sa masse,
son volume ou sa charge électrique. On 'appelle tenseur central principal d’inertie. C’est la
répartition des masses du solide S, pondérée par la distance au centre d’inertie au carré.

C.3 Ellipsoide d’inertie

Soit un solide S, et soit un repére R de centre O. Le tenseur d’inertie [/]o est donc fixé. Soit
A un axe de rotation quelconque, de vecteur unitaire (uq, ug, ug) :

In = [I]oit - @

Iy~ —I3 Uy Uy

= | —lia Iy —Ip Ug |- | U2

|~ —Is I3z u3 u3
Liyuy — Ioug — Lizus (51
= | —Louy + Ipoup — Ipgug | - | uz
—I13uy — Ipgug + I33u3 U3

[A = [HU% + [22U§ + [33’&% - 2[12u2u1 — 2[13U3U1 — 2[23U2U3
on retrouve (4.1) p. 47. C’est I’équation d’un ellipsoide, appelé ellipsoide d’inertie, dans laquelle
les composantes I, Is9, I33, 119, I13, I53 du tenseur d’inertie sont des parametres.

Pour chaque axe A de direction @, donc pour chaque ensemble de valeurs (uy, ug, u3), I’équation
donne une valeur pour le moment d’inertie /o du solide S. De méme qu’un vecteur peut étre
représenté par une fleche, un tenseur symétrique d’ordre deux peut étre représenté par un
ellipsoide.
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C.4 Théoréeme de Huygens

THEOREME C.1. Théoréme de Huygens
Soit Ag un aze paralléle a l'axe A et passant par le centre d’inertie G d’un solide S de
masse m. Soit a = KH la distance entre ces deux azes, ou K € Ag et H € A, alors :

In = Ip, + a*m

DEMONSTRATION.

In = p///(MH)2 d*v

= ///p(MK +KH) (MK + KH)d*V

:///p(MK)2d3V+///p(KH)2d3V+2///pMK-KHd3V

= Ia, +a2m+2///p(MG+GK)-KHd3V

Le vecteur K H étant constant :

In = In, +a*m +2KH - ///pMGd3V + 2///pGK -KHJAV
Par définition du centre d’inertie,
/// pMGAV =0

IAzlAG+a2m O

De plus, GK | KH, d’ou :

D Moment cinétique

DEFINITION D.1. Moment cinétique

On appelle moment cinétique (ou moment angulaire ou moment de la quantité de mou-
vement) par rapport a un point O fixe dans un référentiel R quelconque, d’un corps
de centre de gravité G, le produit vectoriel du vecteur position OG par la quantité de
mouvement de ce corps dans R, OG x p.

Le vecteur position est noté r’ et le moment cinétique est noté E/o :
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D.1 Moment cinétique par rapport a un point

Soient O et O’ deux points distincts d'un repere R, le moment cinétique par rapport au point
O’ d’un point massique M de quantité de mouvement p s’écrit :
T

=0Mxp

NN L And ~

(O'O+OM) xp

—
0’0 x
—

0’0 x

Lo/(M)

2|
X

P
o(M)

Tl

+
+

l
wll

Tl

[N -

Le moment cinéticlt_lg) d’un solide ou d’un systeme dépend du point par rapport auquel il est
calculé. Le terme O'O x p permet de passer du moment cinétique au point O a celui au point
o'

Soit un solide S de masse volumique p, tournant avec la vitesse angulaire & autour d’un axe A
de direction fixe dans R. Si le solide S est libre alors I’axe de rotation passe obligatoirement par
son centre d’inertie, mais I’'on envisage ici le cas plus général de la rotation d’un solide autour
d'un axe quelconque. Calculons le moment cinétique par rapport au centre du référentiel O
situé sur 'axe A.
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Considérons un élément de volume du solide S, de masse dm, de volume d*V, de vitesse ¥,
situé au point M. Son moment cinétique dans R par raport au point O s’écrit :

dLg(M) — OM x ¥dm
L’axe de rotation A passant par le point O, la vitesse du point M s’écrit
¥ =@ x OM
si bien que
df:g(M) — OM «x (@ x O—M>)dm
=pO—M) x (& x O—M))d?’V

Le moment cinétique total du solide S s’obtient par intégration sur son volume total :

:///pGMX(QXGM)d?’V

Développons le double produit vectoriel :

1

T w T
— R 9
OM x (@ x OM) = | z2 | x w? | x | @2
T3 w3 T3
3
il w T3 — W T2
= |z | x | W32y —w'as
T3 wlxg — w2x1

1,.2 3 1,.2
wzx% — w3x1x2 — wlxlxg + wzx%
= | wr; — W T3 — w X271 + WY
w?’x% —wlzsr; — wirszy + w?’x%
w! (23 + 23) — wirimy — Wiz as
_ 1 2 (2 2 3
= | —w'zar) + w* (z] + x3) — W raxs
1 2 3 (2 2
—Ww 3w — W rsTy + w’ (] + 73)

D’otu 'expression du moment cinétique de S par rapport a O, calculé dans R :

- [ plw :L’2 + a:3) — wirimy — wiryxs] BBV
LE(S) = | [[] p[—w'zozs + w? (22 + 23) — wiaons] A3V
[ pl-wtzsz: — wirszs + w? (2] + 23)] &*V
w ([ p (23 + 23) BV — & [[[ praze BBV — W3 [[[ pryas APV
= | —w! [[| pr1zo @V + & [[[ p (27 + 23) PPV — W3 [[[ proxs APV
—w! [[[ priws BBV — W2 [[[ proxs PV + P [[[ p (2 + 23) PPV

[ [ p (23 +23) 3V — [[[ pr1as PV — [ pr125 3V wl
= | —Jlf prrz2@®V [ p (2 +23) PV — [[[ prozs PPV | | w?
=[] prazs PV = [[] proas PV [[[ p (2T + 23) PPV | \w?

LE(S) = [Io@

ou [[]o est le tenseur d’inertie du solide S, au point O dans le repere R.
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D.2 Projection du moment cinétique sur ’axe de rotation

Soit U le vecteur unitaire porté par I'axe de rotation A :

W= wl

et soit LR(S) la projection du moment cinétique sur 'axe de rotation A. Soit M H la distance
du point M a l'axe de rotation. En utilisant le théoreme B.1 p. 60 de I’analyse vectorielle donné

€1 annexe, on a :

LX(S) = L§(S) -

=///pO—M>><(cU><O—M))d3V-ﬁ
:[W}LWOM-OM)—OM«mmwﬂd%ﬁﬁ
=w///p[ﬁ-ﬁ(OM)2—(O—l\/[)-ﬁ)(O—l\/I)-ﬁ)] &3V

~ o [|f olomy - OmP] @V
zw///p(MH)2d3V

LR(S) = Iaw

ou le scalaire I est le moment d’inertie du solide S par rapport a 'axe A.

&L

F1G. 4.2 — Projection du moment cinétique sur l'axe de rotation

26
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D.3 Lien entre tenseur d’inertie et moment d’inertie

Soit U le vecteur unitaire porté par 'axe de rotation A. Alors :

LE(S) = L&(S) -t

Par conséquent, avec (4.5) p. 56 :

Nous retrouvons (4.2) p. 47.

E Energie cinétique d’un solide en rotation

Soit S un solide de masse m, de volume V', de masse volumique p, en rotation avec une vitesse
angulaire & autour du centre O d’un référentiel inertiel R. On considére un élément du solide,
de masse dm, de volume d3V situé au point M. Son énergie cinétique d7T' s’écrit :

dT = %UQdm

= 20?4’V
— 5(& x OM)2d*V

L’énergie cinétique totale 7" s’obtient par intégration sur le volume total du solide S :

ng///(wx@\_/[))zd?’v

Grace au théoreme C.2 p. 61 de I'analyse vectorielle donné en annexe :

(@ x OM)? = w2(OM)? — (@ - OM)?
()" +
| ()" +
(@)t +

)

2\ 2

w

= (w1)2 (:c% + x§

2 2 9 1 2 1
w x2+(w3) x5 + 2(w rw Ty + w W

(
+ (w2)2 (:cf + xé) + (w3)2 (xf + x%)

(w2)2 + (wg) 2] [SL’% + 22+ SL’%] — (whzy + Wiy + wias)?
@)+ ()’

314 + w2x2w3x3)]

-2 (w1x1w2x2 + wlxlngg + w2x2w3x3)

Ce scalaire peut s’écrire sous la forme suivante :

m2 ., 2
TH,+ T3 —T1T2 —T1T3
= | —z1mp 23+ 2 —mom3
—T1x3  —ToTz T3 + T3

o7

wl (22 + 22) — wlriry — WiT T3
. 3

(G x OM)? = | —wlaoz) + w? (22 + 22) — WPzozs
—whrzr) — wirary + wd (2% + 13)



D’ou I'expression du dernier terme :

1 [p(@3+a23)d?V  — [ priay PPV — [ pr123d*V w! w!
—| = [prizo PV [p (a7 +23) PV — [ proxs B3V w? |- | w?
2 — [ pr123d*V — [ proxz d®V [ p (2 +23) PV | \&? w3

En ajoutant I’énergie cinétique en translation rectiligne du solide S, I’énergie cinétique 1" s’écrit
sous la forme :
1,2 1 I
T =smv: +5[l]od-d

ou [[]o est le tenseur d’inertie du solide S, au point O.
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ANNEXES

A  Premier théoreme d’analyse vectorielle

THEOREME A.1.

DEMONSTRATION.

+ Ay (B.C; — B,C.)
+ A, (B,C, — B,C,)
=C, (AyB. — A.B,)
+Cy (A.B, — A, B.)
+C, (A,B, — A, B,)

.\ [A,B. - A.B,
-|c, |- [A.B. — A.B.
CZ AxBy - AyB:v

zﬁ-(§x1§> O
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B Deuxieme théoreme d’analyse vectorielle

THEOREME B.1.

DEMONSTRATION.

[A\ [BC.-B.C,
Kx (BxC) =4, |x|B.C—BC.
A.) \B.C, - B,C.

A, (B.Cy — B,Cy) — A, (B.Cy — B,C.)

— [ A.(B,C. - B.C,) — A, (B.C, — B,C.,)

Ay (B.C, — B,C.) — A, (B,C. — B.C,)

A,B,C, — A,B,C, — A.B.C, + A.B,C

— [ A.B,C. — A.B.C, — A,B,C, + A,B,C

AuB.Cy — A,B,C, — A,B,C, + A,B.C

et,

ws]]
N
1
(@
N——
|
(@]
P
=1
N——

— B(4,C, + A, B, + A B, + A.B.)
B, (A.C, +A,C,+ AC,) —C, (A,B, + AyB, + A,B,)

= | B, (A,C, + A,C, + A.C,) — C, (A, B, +AB + A.B,)
B, (A,C, + A,Cy+ AC,) — C, (A,B, +AB + A.B,)
B,A,C, + B,A.C, — C,A,B, — C,A.B,

= | B,A.C, + ByA.C, CyAB - C,A.B, O
B.A,C, + B,A,C, — C.A,B, — CAB

APPLICATION. Pour A = C = OM et B = W, on a :

OM x (& x OM) = @(OM - OM) — OM(OM - &)

DEMONSTRATION.



X-(CxD)=XxC)-D

On pose X =A x ]§, alors

— —

(AxB)-(CxD)=[(AxB)xC]-D
et avec le théoréeme C.1 :

]
|
|
|
|
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