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1. SIGNAL PERIODIQUE A UNE FREQUENCE

Exemple. Son pur émis par un diapason.
En un lieu donné, la variation de pression est une fonction sinusoidale
du temps :

S(t) = ccos(2m fot — ¢o)

ou c est l'amplitude de la variation de pression, fy la fréquence du
son émis, t le temps écoulé depuis un instant initial. En définissant la
pulsation par wy = 27 fp, nous avons :

S(t) = ccos(wot — o)

¢ = wt — @ est la phase de I'onde de pression, et ¢ la phase a l'instant
initial. Puisqu’on ne considere qu’un seul signal, nous pouvons poser

o =0:
S(t) = ccos(wot) (1)

Théoreme 1. Amplitude du signal
L’amplitude du signal périodique a une fréquence est donnée par :

to+T
c= —/ S(t) cos(wpt) dt
T /i

ouT =1/fq est la période du signal.

Date: 21 juillet 2017.



2 OLIVIER CASTERA

Démonstration.

2

to+T 2 to+T
— / S(t) cos(wpt) dt = = / ccos®(wot) dt
T to T to

to+T
/ 1 + cos(2wot) dt

to

Nl o

c ) T
=7 {T + ﬁ [sin 2w0t]ig+ }
=c+ ﬁ {Sin[QWO(to + T)] - SiH(ZWOto)}
= ¢+ 4= [sin(2woto + 47) — sin(2woto)]
=c

4

Théoreme 2. Complezification
Le signal sinusoidal peut étre considéré comme la somme de deux si-

gnauz complexes d’amplitude 5, et de fréquences opposées fo et — fo.

Démonstration.
S(t) = ccos(wopt)
¢ _jwot —juwot
_ gewo + e Jjwo

= %e27r.7f0t + 567277.7.]0025

2. SIGNAL PERIODIQUE A PLUSIEURS FREQUENCES

Théoreme 3. (Admis) Décomposition en série de Fourier
Tout signal périodique S(t) de période T et de carré intégrable sur sa

période (fOT S(t)dt < +oo> est décomposable en série de Fourier :

S(t) = co + ¢1 cos(wot — ¢1) + ¢ cos(2wot — Pa) + . ..

+oo
= Z ¢ cos(nwot — ¢p,)  avec gpg =0
n=0
La série de Fourier comporte :
— un signal constant c
— wune sinusoide de fréquence fy appelée le fondamental
— une infinité de sinusoides de fréquences nfo multiples de fo, non
nécessairement en phase, appelées harmoniques

Théoreme 4. Décomposition en somme de cosinus et de sinus

La décomposition peut s’écrire en une somme de cosinus et de sinus :

S(t) = ag + a1 cos(wot) + by sin(wot) + ag cos(2wot) + by sin(2wot) + . ..
+o0

= Z[an cos(nwot) + by, sin(nwot)]
n=0



TRANSFORMATION DE FOURIER 3

Démonstration.

+oo
S(t) = Z Cp cos(nwot — ¢y,)
n=0

400
= Z[cn cos(nwot) cos ¢, + ¢, sin(nwot) sin ¢,,]
n=0
on pose :
vneN, a, 2 Cr, COS Oy @)
VneN, b, 2 cysing,
+o0
S(t) = Z[an cos(nwot) + by, sin(nwot)]

n=0

Théoreme 5. Valeur des coefficients

1 to+T

to

bo =0
2 to+T
Vn e N*, a,= —/ S(t) cos(nwot) dt
T Ji
2 to+T
Vn e N*, b, = —/ S(t) sin(nwot) dt
T /i,

Démonstration.

1 to+T 1 to+T 1 to+T
T[ S(t)dt = f/t ap dt + T/t ay cos(wot) dt

0 0 0

to+T to+T
+ —/ by sin(wot) dt + —/ as cos(2wot) dt + . . .
T to T to

—= ao
ag est donc la valeur moyenne du signal. D’apres les définitions 2 :

A
ay = €y COS g

A .
by = ¢ sin ¢

ag = Co
{bozo



OLIVIER CASTERA

>

2 to+T
—/ S(t) cos(nwot) dt
T J

0

9 to+T +00
-7 / Z[am cos(mwot) + by, sin(mwot)] cos(nwot) dt
to

:z*f[

m=0

to+T to+T
/am cos(muwot) cos(nwot) dt +/bm sin(mwot) cos(nwot) dt}
t t

0

T

m=0 0

Pour un n donné, m va de zéro a Uinfini. Tant que m # n :

2 to+T
- / S(t) cos(nwot) dt|pmrn
¢

[=}

to+T to+T
/ Ay, cOS(Mmuwgt) cos(nwt) dt + / by, sin(muwot) cos(nwyt) dt}
t t

0 0

to+T
{/ p [cos(muwot + nwot) + cos(muwoet — nwot)] dt
to

to+T
—i—/ by [sin(mwot + nwot) + sin(mwoet — nwot)] dt}
t

0

1 to+T to+T
= {/t Ay cOs[(m + n)wot] dt + /t Ay, cOS[(m — n)wot] dt
’ to+T1 ¢ to+T
+ / by [sin(m + n)wot] dt + / by, sin[(m — n)wot] dt}

to to
=0
et lorsque m =n :
9 to+T
— / S(t) cos(nwot) dt|m—r

T to
2 to+T

== [/ a,, cos®(nwot) dt +/ by, sin(nwot) cos(nwot) dt}
T to to

1 a /tO+T 1 + cos(2nwot) dt + O [cos? (nw t)]tﬁT
T " to 0 27T7’I,f0 0%/ 1t

to+T

T Wy
g an

. 1
= dn {T to - [Sin(2nw0t]§2+T}

De méme pour les coefficients b,,.
Remarque. Amplitude et phase de chaque fréquence

{an = ¢, COS Oy,

b, = ¢, sin ¢,
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2 =a2+b
__n

tan ¢, =

n
cn =a2 + b2

b
¢, = arctan —

Qp

Définition 1. Spectre de fréquences

Les représentations des couples (a,,by,) ou (¢, ¢,) sont appelées spectre
de fréquences du signal S(t). Quand le signal est périodique son spectre
est un spectre de razes.

Théoreme 6. Complezification

n=-+oo

S(t)=Y_ Apemt

n=—0oo

ou les coefficients A, sont appelés coefficients de Fourier.

Démonstration.
+o0o
S(t) =ao+ Z[an cos(nwot) + by, sin(nwot)]
n=1
= ap+ Z [an 3 (€70 eIt b, o (€0 — e_]"“"t)}
n=1
=ap+ > [3an +5ba) 7™ + Lan — jby) €]
n=1
On pose :
A
AO = Qo
. A .
Vne N, A,= %(an—jbn)
Vne N, A% 2 La, +jb,)
ou A’ est le complexe conjugué de A,,.
+o0 ' ‘
S(t) = Ao+ Y (Aye7imt 4 A, ety
n=1

En remplacant n par —n dans le théoreme 5 :

2 to+T
Vne N, a_,= —/ S(t) cos(—nwot) dt
T Ji

2 to+T
Vn e N*, b, = —/ S(t) sin(—nwot) dt
T Ji,
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donc :
YneN, a_,=a,
{Vn eN, b_,=-b,

Par conséquent :

A—n = %( -n _jb—n)
:A;k1

et :

+o00
S(t) = AO —+ Z (A—n e—jnwot + An ejnwot)
n=1

n=-+oo

— E An ejnwot

n=—oo

O

D’apres ce théoreme, les coefficients de Fourier A,, contiennent toute
I'information pour retrouver le signal S(t).

Remarque.

Cp COS Oy, — J € SIN Oy,)

ne*ﬂbn

(
(

N N[— N|—
o

(an +jby)

(Cn cOS Py + j e sin gy,)
don

NI N~ N~
o

Théoréme 7. Valeur des coefficients de Fourier

1 to+T ]
Vn € 7, @:—/ S(t) et d
T Jy,

Démonstration. Avec le théoreme 5 :

Ay = ap

1 to+T
_ -u/ﬁ S(t) dt

T to
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1 to+T to+T
= —/ S(t) cos(nwot) dt — j—/ S(t) sin(nwot) dt
T to T to
1 to+T
= T/ S(t) [cos(nwot) dt — j sin(nwot)] dt
t
1 Ot0+T ] .
= = S(t) e 7"0tdt
7l s

4

Si le signal S(t) n’est pas pair, on choisit 7 tel que le signal Si(t) =
S(t — 7) soit pair. On effectue la transformation de Fourier de Si(t)
puis on obtient la transformée de Fourier de S(¢) par changement de
variable t — 7 — .

Théoreme 8. Signauz pairs
Pour les signauz pairs :

(VYneN, é,=0

YneN, b,=0
2 [z
= — S(t)dt
w=7 [ s
4 [z
Vn € N¥, a":T/ S(t) cos(nwot) dt
0
(VneN, A,=A,

Démonstration. D’apres le théoreme 4,
+oo

S(t) = Z[cn cos(nwot) cos ¢y, + ¢, sin(nwyt) sin ¢y,
e
S(—t) = Z[cn cos(nwot) cos ¢y, — ¢, sin(nwot) sin ¢y, ]
n=0
S(t) = S5(=t)
S(t)—S(—t)=0
2¢, sin(nwt) sin ¢, = 0
sin ¢, = 0

On=0=L k7 Vk e N
et,

b, = ¢, sin ¢y,

=0
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1 T+T
— /0 S(t) dt

Avec b, =0 :

3. SIGNAL QUELCONQUE (NON PERIODIQUE)

Ce signal peut étre considéré comme la limite d’un signal périodique
dont la période devient infiniment longue. Dans le domaine fréquentiel,
son spectre devient continu. La fréquence du fondamental fy = 1/T
tend vers zéro et les fréquences des harmoniques n fy se rapprochent les
unes des autres. La série de Fourier devient une intégrale.

Théoréme 9. (Admis) Décomposition en intégrale de Fourier
Tout signal S(t) de carré intégrable (fj;o S(t)dt < —l—oo) est décom-
posable en intégrale de Fourier :

st)= | " () cosi2nft — o) df

S(t) est décomposée en une infinité de composantes sinusoidales de
fréquences infiniment proches et d’amplitudes infinitésimales c(f) df .

Théoreme 10. Décomposition en cosinus et sinus

S(t) = /0 T a(f) cos(wt) — b(f) sin(wt) df

Démonstration. Soit w = 27 f la pulsation :
+o0
S = [ elyeosivt - o)
0

= /0 h c(f) cos(wt) cos d(f) — c(f) sin(wt) sin ¢( f) df



TRANSFORMATION DE FOURIER

On pose :

Théoréme 11. Valeur des coefficients (Admis).
+o0
a(f) =2 / S(t) cos(wt) dt

b(f)=2 /:LOO S(t) sin(wt) dt

Démonstration. Par analogie avec la démonstration du théoreme 5.

Remarque. Amplitude et phase de chaque fréquence

{a(f) = c(f) cos o(f)
b(f) = c(f) sing(f)

{C(f)2 = a(f)* +b(f)?

an = @
{ c(f) = Val(f)2 + b(f)?
— arctan m
¢(f) - t CL(f)

Théoreme 12. Complezification
+o0 )
s = [ ety
Démonstration.
+o0
S(t) = / a(f) cos(wt) — b(f)sin(wt) df
0
+oo
= [ an s e - @ - ap
+o0
= [ el —ibee + dath) + by

On pose :
A(f) 2 Ha(f) = 5b(0)]

4
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+oo +oo
S(t) = / A(f) st + / A% () e sty

Or :
W =)+ (/)
+ [=b(f)]?
= C(f)
et,
¢(—f) = arctan [2((:%]
= — arctan M
Cood [a( >]
= —o(f)
Donc,
A(f) = 3lalf) = 7 b(f)]
= Le(f)cosp(f) — je(f)sinp(f)]
_ %C(f) e I¢(f)
A(—f) = %c( fe —j¢(=f)
_ %c(f) eI9(f)
= A*(f)
S(t) = / A s

4

D’apres ce théoreme, la transformée de Fourier A(f) contient toute
I'information pour retrouver le signal S(t).

Définition 2. Transformée de Fourier

A(f) est appelée transformée de Fourier de S(t). La représentation
spectrale du signal S(t) est celle des fonctions c(f) et ¢(f), qui sont
respectivement le double du module et ['argument changé de signe de
A(f)-

S(t) est appelée transformée de Fourier inverse de A(f).

Théoreme 13. Ezpression de la transformée de Fourier

+oo

A(f) = / S(t) e 2™t qt

[e.e]
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Démonstration.
A(f) = 3la(f) — 7 b(f)]
400 +oo
:/ S(t) cos(wt) dt —j/ S(t) sin(wt) dt
/ > S —27r]ftdt
O
Notation.

La transformée de Fourier A(f) est habituellement notée S(f).
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